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Losungsblatt 8 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1.
Wir setzen A := (trp g (2i75))1<ij<n und B = (tr| g (To()To(5)))1<ij<n- Es geniigt zu zeigen,
dass det(A) = det(B). Es gilt

det(A) = Z sgn(m) HtrL|K($ixﬂ'(i))a

TES, =1
det(B) = Z Sgn(ﬂ') HtruK(l‘g(i)x(ﬂ.J)(i)).
TESh =1

Da Multiplikation kommutativ ist

n n
H tro |k (TiTr(i)) = H L & (To(6) T (ro) (i) )5
=1

=1

denn das rechte Produkt entsteht aus dem linken Produkt nur doch Permutation der Faktoren.
Daraus folgt aber sofort det(A) = det(B).

Aufgabe 2.

Zuniichst iiberlegt man sich, dass das Polynom f(X) = X3+2X +1 irreduzibel ist. Dazu betrachtet
man es beispielsweise iiber Z/(3). Dort hat es keine Nullstellen ist also irreduzibel. Nach dem
Reduktionskriterium ist es daher auch iiber Q irreduzibel. Inbesondere folgt [Q(z) : Q] = deg(f) =
3. Als niichstes ist eine Z-Basis von Z[z] zu finden. Da {1,z,22} C Z[z] linear unabhingig iiber
Q ist, liegt die Vermutung nahe, dass diese Menge eine Basis von Z[z] ist. Es geniigt zu zeigen,
dass sie ganz Z[z] erzeugt. Dies ist der Fall, wenn jede Potenz von z eine Z-Linearkombination
von 1,2,22 ist. Es ist aber 23 = —22 — 1 € Z ® 2Z @ 2°Z, was zeigt, dass {1,2,2%} schon eine Basis
von Z|[z] ist. Zuletzt ist noch die Diskriminante von (1,z,2?) auszurechnen. Dazu bestimmt man
die Spuren von 1,z,22,2% und z*. Wir schreiben kurz tr anstatt trg(.)g. Es ist tr(1) = 3. Fiir die
iibrigen Spuren bestimmen wir zunéchst die Darstellungsmatrizen der Linksmultiplikationen und
berechnen deren Spur. Es ist

0 0 -1 0 -1 0
My.=| 10 2| wd My,=|0 -2 -1 ],
01 0 1 0 =2
daher ergibt sich tr(z) = 0 und tr(z?) = —4. Um tr(2®) und tr(z?) zu bestimmen, verwenden wir

die Linearitit der Spur. So erhilt man tr(z3) = tr(—2z — 1) = —3 und tr(z*) = tr(—222 — 2) = 8.
Wir erhalten somit
3 0 —4
do)o(1,2,2°) =det | 0 —4 =3 | =—59
-4 -3 8



Aufgabe 3.

(a) Die Korpererweiterung Q C Q(7) ist normal und separabel also eine Galoiserweiterung. Weiter
ist die komplexe Konjugation ein Automorphismus von Q(7). Daher besteht die Galoisgruppe
von Q(7) | Q genau aus der Identitét und der komplexen Konjugation. Daher folgt aus Satz
2.4.14 N(a + bw) = (a + bw)(a + bw)* = |a + bw|?. Nachrechnen liefert

(a + bw)(a + bw)*

(b) Folgendes Bild ergibt sich, wenn man den freien Z-Modul, erzeugt von 1 und

(a—i—b-

1+7

1—m

=

1—m 1+7 1+m)(1—m)
_ 2 2
=a +ab< 5 )+ab< 5 >+<4 b
1—72
:a2+ab+< 1 >b2
=a’>+ab+b?

komplexe Ebene einzeichnet.
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=7, in die

(¢) Aus dem Bild erkennt man schon, dass es zu jedem z € K ein ¢ € R gibt mit |z — ¢| < 1. Dies
lésst sich wie folgt formal beweisen. Sei x = z1 + xow € K mit z1,22 € Q. Wihle ¢1,q2 € Z
so, dass |x1 — q1| < % und |z — ga| < % Dann gilt fiir ¢ := q1 + gow die Abschitzung

|z —q| =
<

<

[(z1 — q1) + (22 — g2)w]
lz1 — q1] + [(z2 — g2)||w]

Wegen /3 < 3 folgt |x — ¢| < 1. Nun lisst sich zeigen, dass R euklidisch beziiglich der Norm
ist. Seien z,f € R\{0}. Sei ¢ € Rmit |7 —q| < 1. Dannist [z —qf| <|f]. Setzt manr = z—qf,
dann hat man eine Darstellung = = ¢f + r mit |r| < |f|, was zeigt, dass R euklidisch ist.

Die Gleichung in 7 und w lassen sich unmittelbar nachrechnen. Aus der zweiten folgt R* C R,

aus der ersten (oder der zweiten) folgt K* C K. Da komplexe Konjugation eine Involution ist,

folgt die Behauptung.

Zunichst zeigt man, dass R* = {z € R | |[N(z)| = 1} gilt. Hat € R die Norm 1, so gilt

+1 = N(z) = xz*. Da z* ebenfalls in R liegt, ist 2* bzw. —x* invers zu x. Ist umgekehrt



x € R*, so gibt es y € R mit zy = 1, also ist 1 = N(x)N(y). Da alle Elemente aus R eine
ganzzahlige Norm haben, muss N(x) € Z* gelten. Damit ist nur noch zu zeigen, dass

{r € R||N(z)| =1} = {#tw, t w*, £ 1}

ist. Angenommen N (a + bw) = %1 fiir a,b € Z. Nach Teilaufgabe (a) ist somit a? + ab + b? =
+1. Es ist N(a + wb) = a® + ab+ b*> = 3((a + b)? + a® + b?) > 0. Daher geniigt es, die
Gleichung (a + b)? + a? + b? = 2 zu lésen. Offensichtlich ist |al,|b| < 1 Fiir den Fall ab > 0
(gleiches Vorzeichen) ist {£1, +w} die gesamte Losungsmenge. Fiir ab < 0 sind die Belegungen
(1,—1) und (—1,1) die einzigen Méglichkeiten, die tatséichlich auch die Gleichung lésen. Daraus

ergeben sich die iibrigen Losungen zu w* und —w™.

Es ist # = —1 + 2w. Damit ergibt sich N(7) = (—1)? — 2 + 22 = 3. Angenommen 7 = zy mit
xy € R, s0ist 3 = N(m) = N(z)N(y). Da 3 € Z irreduzibel ist, ist N(z) oder N(y) in Z*
und somit © € R* oder y € R*. Daher ist 7 € R irreduzibel und daher (wegen R faktoriell)
ein Primelement.

Sei a € Z. Wir schreiben a = 3k +r mit k € Z und r € {0,1,2}. Dann ist a® = 27k% + 27k?r +
9kr3 +r®. Insbesondere ist a® =(g) r®. Also ist a =) £1 oder a =(g) 0. Angenommen es wire
31 2,y,2, so ergibt die Gleichung 22 + 3 = 2% modulo 9 gelesen, die Gleichungen +1+1 = 41,
was ein Widerspruch ist. Daher ist x,y oder z durch 3 teilbar.

Machte man zeigen, dass 22 +y> = 23 in Z\ {0} keine Lésung hat, so kann man im Widerspruch
annehmen, dass (x,y,z) ein Losung ist. Ist 3 1 z so ist nach Teilaufgabe (g) = oder y durch
3 teilbar. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass 3 | . Dann erhalten wir die Gleichung
y3 — 22 = —23 und daher 3® + (—2)% = (—2)%. Wegen x,y,z # 0 erhalten wir somit eine neue
Losung in Z\ {0}, fiir die die rechte Seite durch 3 teilbar ist. Also lidsst sich ohne Einschrinkung
3| z annehmen. Ist d der grofite gemeinsame Teiler von z,y,z, so ist auch

() (@) =)
eine Losung in Z\ {0}. Da %,%,% teilerfremd sind, kann man auch direkt annehmen, dass z,y,z
teilerfremd sind.
Es ist ww* = N(w) = 1 und w + w* = 1. Wir rechnen wie folgt
(@ +y)(z —wy)(z - w'y) = (@ +y)(@* +y* - way — wzy)
= (@ +y)(=® -2y +y°)

— 3 22yt ay? 4 2ty — ay? 4P
— 2% 4
=25

Esist N(z +y) = (z +y)? = 22 + 22y + y*. Wir haben

N(z —yw) = (z —wy)(z — wy)”

= (z —wy)(z —w'y)

=(z—w"y)(z - w'y)

= N(z —w*y).
Die Norm von N (x —yw) berechnet sich zu 2% — zy +y2. Schliefilich ist N(z+y) — N(z —w) =
2% +2zy+y? — (22 —zy+y?) = 3y, was durch 3 teilbar ist. Dies zeigt N (z+y) =) N(z—wy).
Wir zeigen zuniichst, dass 7 (bis auf Assoziiertheit) das einzige Primelemen ist, dessen Norm
durch 3 teilbar ist. Angenommen ¢ wire prim mit N (o) = 3k fiir ein k € Z. Dann gibt es die

zwei Zerlegungen
3k = —mwk = £oo™k.



Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in R folgt, dass m und o assoziert sind.

Ist @« = of*...0%" eine Zerlegung in paarweise verschiedene Primelemente. So ist N(a) =
N(o1) ... N(o,)¢". Insbesondere ist 7 | «, falls 3 | N(a). Da z durch 3 (und somit durch
) teilbar ist, ist insbesondere einer der Faktoren in (#x) durch 7 teilbar. Daher ist die Norm
einer der Faktoren durch 3 teilbar und somit sind wegen Teilaufgabe (j) alle Faktoren durch 7
teilbar. Wire z—wy durch 3 teilbar, so wire 3 |  und 3 | y ein Widerspruch zur Teilerfremdheit
von x,y,z. Analog argumentiert man mit r — w*y.



