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Losungsblatt 11 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1.

(a) Wir zeigen zunichst, dass ein ¢t € N existiert mit tG C Og. Ist x € G, so gibt es a1, ...,a, € Z
mit a; > 0 und
a4+t ar_1x+ aq_lar =0.

Multiplikation mit (a;)"~! liefert eine Ganzheitsgleichung

(a’lx)r + -+ ar—la;‘_2(a1x) —+ a1, = O

fiir ayx. Daher ist a1z € Og. Insbesondere gibt es t1,...,t, € Nmit t;z; € Ok firi =1,...,n.
Fiir t :=t1 - - - t,, erhélt man tG C Ok. Da x4, ... ,z, linear unabhingig iiber Z sind, sind diese
auch iiber QQ linear unabhéngig. Daher ist z1,...,z, auch eine Q-Basis von K. Ist y1,...,yn

eine Z—Basis von O, so gibt es a;; € Q mit

T
Yi = E Q5 5,
j=1

fir 1 <4 < r. Multipliziert man jeweils mit dem Hauptnenner folgt die Existenz eines u; € N
mit u;y; € G. Setzt man u := uy -+ - u, so ist uOx C G. Die natiirliche Zahl s := wut erfiillt
demnach sOg C G und sG C O.

(b) Sei z1,...,2, eine weitere Basis von G. Dann gibt es s;; € Z mit 1 <4,j < n mit

n
€Tr; = E SijY;j-
j=1

Bezeichne S die Matrix mit den Eintrégen s;;, dannn ist det(S) = £1. Fiir 1 < k,I < n folgt

n n
trijo(ziee) = trig | D sy D skiti

j=1 i=1
= trgQ Zzsljskiyjyi
j=1i=1
= Z Zsljski tr 1Y)
j=1i=1
Daher ist
trgjo(@iz1) -+ trgjo(zim,) trgo(yivy) - trrieWiya)
det : : =det | S- : : ST
trgjo(znz1) -+ trgjo(znrn) trgiWny1) 0 trriQ(UnYn)

Also dg(@1, - . . 2n) = det(S)? dgg(y1, - - - yn)- Wegen det(S)? = 1ist d(G) unabhiingig von
der Wahl der Basis von G.



(c) Sei ug,...,u, eine Basis von H und «;; € Z mit

n
U; = E Oéijl‘j
j=1

fir ¢ = 1,...,n. Eine analoge Rechnung wie in Teil (b.) zeigt
d(H) = det(A4)?d(G).

Auf der anderen Seite ist G/H = G/im(A) und daher |G/H| = det(A) (vgl. Aufgabe 1 auf
Blatt 9). Dies zeigt die Behauptung.

Aufgabe 2.

(a) Da R insbesondere ein Z-Untermodul des freien Z-Moduls Of ist, ist auch R selbst ein freier
Z—Modul vom Rang k < n. Sei daher y1, ...,y eine Z—Basis von R. Da die y1, . ..,y linear un-
abhéngig tiber Z sind, sind sie auch iiber QQ linear unabhéngig. Sei V' der Q—Vektorraumaufspann
der y1,...,yr. Wegen y;y; € RCV fir 1 <4,j <k, ist V ein Zwischenring von Q C R C K.
Da jeder Zwischenring einer algebraischen Korpererweiterung selbst ein Korper ist, ist auch
V ein Korper. Schlieflich folgt aus R C V auch K = qf(R) C V und daher V = K. Es ist also
k = dimg V = dimg K = n. Dies zeigt, dass R ein freier Z-Modul vom Rang n ist.

(b) Aus Aufgabe 1 folgt [Ok : R]*d(Ok) = d(R). Nach Voraussetzung gibt es keine Primzahl
p, fiir die p? | d(R) gilt. Daher gibt es auch keine Primzahl p mit p | [O : R]. Dies ist nur
moglich, wenn [Ok : R] = 1 gilt, also O = R ist. (Man beachte, dass man verwendet, dass
[Ok : R] endlich ist, was ebenfalls in Aufgabe 1 gezeigt wurde).

Aufgabe 3.

(a) Kénnen wir zeigen, dass das Polynom f(X) = X3 — X + 3 irreduzibel ist, so folgt, dass
[K : Q] = 3. Betrachten wir f in Z/(2) soist f = X3+ X +1und esist f(0) = 1 und f(1) =1,
was zeigt, dass f keine Nullstellen in Fo hat und daher wegen deg(f) = 3 irreduzibel ist. Nach
dem Reduktionskriterium ist somit auch f irreduzibel iiber Q und wir haben [K : Q] = 3.

(b) Eine beliebte Vermutung ist, dass Ok = Z[z]. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Wir
setzen R := Z[z]. Offensichtlich ist z € K ganz iiber Z und daher ist R C Og; desweiteren ist
qf(R) = K. Kann man schlieffllich noch zeigen, dass kein Primzahlquadrat die Diskriminante
von R teilt, dann sind alle Voraussetzungen aus Aufgabe 2.(b) erfiillt und es ist in der Tat
Ok = R. Zu bestimmen ist also noch d(R). Wegen 23 = z — 3 ist R = Z ® 2Z @ 2°Z. Daher
geniigt es, die Spuren von z* fiir k = 0,...,4 zu berechnen. Es ist tr(1) = [K : Q] = 3 und

tr(z) = 0. Wegen 22 -z =23 =2 -3 und 22 - 22 = 22 = 22 — 3z ist
0 -3 0
0 1 -3
1 0 1

eine Darstellungsmatrix der Linksmultiplikation mit z2. Daher ist tr(z2?) = 2. Weiter folgt
tr(2%) = tr(z — 3) = —9. und tr(z*) = tr(2% — 3z) = tr(2?) = 2. Daher ist

3.0 2
dR)=det| 0 2 -9 | =(-13)-19,
2 -9 2

woraus die Behauptung folgt.



