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Aufgabe 41 (5 Punkte)

Ein integrer Ring R ist ein Dedekindring, wenn er (1) noethersch und (2) ganzabge-
schlossen ist und (3) jedes nichttriviale Primideal maximal ist.

a) Geben Sie ein Beispiel für einen Dedekindring, der nicht faktoriell ist.
b) Geben Sie ein Beispiel für einen Ring, der (1) und (2), aber nicht (3) erfüllt.
c) Geben Sie ein Beispiel für einen Ring, der (1) und (3), aber nicht (2) erfüllt.
d) Zeigen Sie, dass der ganze Abschluss Z von Z in C (der Ring der ganzen

algebraischen Zahlen) (2) und (3), aber nicht (1) erfüllt.
e) Entscheiden Sie, ob Z faktoriell ist.

Aufgabe 42 (4 Punkte)

Sei R ein Dedekindring mit Quot(R) = K, seien p1, . . . , pn paarweise verschiedene
nichttriviale Primideale von R, x1, . . . , xn ∈ R und e1, . . . , en ∈ N. Beweisen Sie den
Approximationssatz: Es gibt ein x ∈ R mit vpi(x− xi) = ei für alle i. Hinweis: Chine-
sischer Restesatz.

Aufgabe 43 (4 Punkte)

Sei R ein Dedekindring, a ein Ideal von R und 0 6= a ∈ a. Zeigen Sie, dass es ein b ∈ a
gibt mit a = (a, b). Hinweis: Aufgabe 42.

Aufgabe 44 (5 Punkte)

Sei K ein Zahlkörper vom Grad n. Es sei S∞ = Hom(K,C) und zu p ∈ S∞ sei | · |p
die induzierte unendliche Stelle. Weiter sei S0 die Menge der nichttrivialen Primideale
von OK und N(p) := (OK : p) die Norm von p ∈ S0. Die zu p gehörige endliche Stelle
ist definiert durch |x|p := N(p)−vp(x). Sei nun S = S0 ∪ S∞. Man kann zeigen: Für
jedes x ∈ K× ist |x|p = 1 für fast alle p ∈ S und es gilt die Produktformel∏

p∈S
|x|p = 1.

a) Zeigen Sie mit der Produktformel: Ist x ∈ OKrO×K , so gibt es σ ∈ Hom(K,C)

mit |σ(x)| ≥ n
√

2.
b) Beweisen Sie nun a) ohne Verwendung der Produktformel.
c) Beweisen Sie die Produktformel im Fall K = Q.
d) Beweisen Sie die Produktformel im Fall K = Q(i). Hinweis: Aufgabe 6 und

Aufgabe 16
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