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Aufgabe 13 (4 Punkte)

Es seien M,N, V Moduln über einem Ring R. Zeigen Sie:

a) HomR(M,N) ist auf natürliche Weise ein R-Modul.
b) Es gibt einen natürlichen R-Modul-Isomorphismus

HomR(R,N) ∼= N.

c) Es gibt einen natürlichen R-Modul-Isomorphismus

HomR(M ⊕N,V ) ∼= HomR(M,V )⊕HomR(N,V ).

Aufgabe 14 (4 Punkte)

Sei R ein Ring. Zeigen Sie:

a) Ist jeder Untermodul eines freien R-Moduls selbst frei, so ist R ein Haupt-
idealring.

b) Ist R ein Hauptidealring und M ein R-Modul, der von n Elementen erzeugt
wird, so wird auch jeder Untermodul N von M von n Elementen erzeugt.

Aufgabe 15 (2 Punkte)

a) Geben Sie ein Beispiel für einen Hauptidealring R und einen torsionsfreien
R-Modul, der nicht frei ist.

b) Geben Sie ein Beispiel für einen Ring R und einen endlich erzeugten R-Modul,
der einen nicht endlich erzeugten Untermodul hat.

Aufgabe 16 (4 Punkte)

Sei n ∈ N und G = Zn. Es sei H = 〈a1, . . . , an〉 die von Elementen a1, . . . , an ∈ G
erzeugte Untergruppe und d = |det(a1, . . . , an)|. Zeigen Sie: Ist d = 0, so ist (G : H) =
∞; ist d 6= 0, so ist (G : H) = d.
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