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Aufgabe 13

Beweisen Sie folgende Variante des Struktursatzes fiir endlich erzeugte Moduln iiber
Hauptidealringen: Ist M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R, so
existieren bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmte dy,...,d, € R mit dy|ds]...|d,,
so dass

M = R/(d1)®---®R/(dn).

Beweis:
Wir zeigen zunéchst die Existenz. Der Struktursatz besagt, dass Primelemente py, ..., p,
und dass fiir i = 1,...,7 ein m; € Ny und nichtnegative ganze Zahlen

€i1 = €j2 2> "+ 2> Cim,

existieren mit
™ m;

M =R e DD R/).
i=1 j=1
Setzen wir e;; = 0 fiir j > m; und setzen wir m := max;(m;), so kénnen wir ohne

Einschrankung annehmen
M =P R/G).

i=1 j=1
Schreiben wir g; := (p;"”py> ...pr"?), so folgt aus obigen Ungleichungen
Im | Gm-1 ]| @1

Anwendung des chinesischen Restsatzes liefert dann

M =R o DD R/0")

i=1 j=1

=R o DD R/(p;")

j=1i=1
>~ R" & @ R/ (1P .. .pi)
j=1
~“RGR/1 D ®R/gm.
Die Behauptung folgt dann fiir di = qm,...,dn = q1,dm+1 = 0,...,dmyr = 0.

Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung und der
Eindeutigkeit der p; und e;; im Struktursatz.



Aufgabe 14
Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit artinsch, wenn jede absteigende Kette

Ni DNy D ...

von Untermoduln von M stationir wird (“absteigende Kettenbedingung”). Der Ring
R heifit artinsch, wenn er als R-Modul artinsch ist.

2)

b)

c)

Sei N ein Untermodul von M. Zeigen Sie: Genau dann ist M artinsch, wenn
sowohl N als auch M/N artinsch sind.

Zeigen Sie, dass jedes Primideal eines artinschen Rings maximal ist. Folgern
Sie, dass ein integrer artinscher Ring ein Korper ist.

Geben Sie ein Beispiel fiir einen noetherschen Ring, der nicht artinsch ist.

Die Symmetrie zwischen artinsch und noethersch ist trigerisch: Im Kontrast zu c)
kann man zeigen, dass jeder artinsche Ring noethersch ist!

Beweis:

a)

Seien zunichst N und M/N artinsch. Sei M; O My O M3 D ... eine abstei-
gende Kette von Untermoduln von M. Dann betrachte die absteigendenden
Ketten N; := M; N N, sowie V; := (M; + N)/N. Da sowohl N als auch M /N
artinsch sind, gibt es ein k£ € N mit Ny = Ny4; und Vi, = Vi fiir alle [ > 0.
Sei nun [ > 0 beliebig. Offensichtlich ist My4; C M}, wir zeigen nun auch die
umgekehrte Inklusion. Sei x € M. Da Vi, = Vi, ist, gibt es z € N, sowie
Yy € My, so dass ¢ —y = z gilt. Dann ist 2 € (NN M) = (NN Mgy;). Daher
sind y, z € Mg, also auch © € M.

Sei umgekehrt M artinsch. Eine absteigende Folge von Untermoduln von N
ist auch eine absteigende Folge von Untermoduln von M und wird daher stati-
ondr. Dies zeigt, dass N artinsch ist. Ist V3 2 V5 D ... eine absteigende Folge
von Untermoduln von M/N so ist V1 + N D Vo +n O ... eine absteigende
Folge von Untermoduln von M und wird daher stationér, woraus folgt, dass
auch die Folge V; stationér wird.

b) Sei p ein Primideal eines artinschen Rings. Dann ist R/p ein artinscher Inte-
gritdtsring. Wir zeigen, dass A := R/p ein Korper ist. Dann muss p schon ein
maximales Ideal gewesen sein. Sei 0 # = € A. Dann haben wir eine absteigende
Kette von Idealen

(z) 2 (¢?) 2 («%) 2...
Da A artinsch ist, gibt es ein k > 0 mit (z**!) = (2%). Also existiert ein a € A
mit az®t!t = 2*. Da A integer ist, folgt az = 1, also ist = eine Einheit und
somit A ein Korper.

¢) Der Ring Z ist ein Hauptidealring und daher noethersch. Allerdings ist er nicht
artinsch, da er integer und kein Korper ist.

Aufgabe 15

a)
b)

Geben Sie ein Beispiel fiir einen noetherschen Ring, der nicht faktoriell ist.
Geben Sie ein Beispiel fiir einen faktoriellen Ring, der nicht noethersch ist.
(Sie kinnten zum Beispiel zeigen, dass Q[X1, Xa,...| die gewiinschten Eigen-
schaften hat.)

Beweis:

2)

Der Ring R := Z[i/5] ist noethersch, da er schon als Z-Modul noethersch ist.
Aber R ist nicht faktoriell, denn in R gilt

6=2-3=(1+4V5)(1—iV5).



3

Nun ist die Zahl 2 irreduzibel in R. Angenommen 2 = xy mit z,y € R, etwa
z = a+ bi/5 und y=c+ di/5. Dann ist

2= 2| = [yl = |zlly| = (a® + 50°)(c* + 5d).

Dies ist nur moglich, wenn |z| = 1, oder |y| = 1 ist. Also miisste dann 2 oder
y gleich +1 sein. Wire R faktoriell, so wére 2 auch ein Primelement. Also
miisste (1 +iv/5) oder (1 —iy/5) durch 2 teilbar sein, was offensichtlich nicht
der Fall ist. Also kann R nicht faktoriell sein.

b) Der Ring R = Q[X1, Xa, .. .] ist nicht noethersch. Allerdings ist R faktoriell: Ist
f € R, so involviert f nur endlich viele Variablen, liegt also in dem faktoriellen
Ring Ry, := Q[X1, ..., X)) und besitzt eine Zerlegung f = f1 ... f, mit f; prim
in Rg. Es bleibt also zu zeigen, dass ein primes Element g € Ry auch in R
prim bleibt. Sei also g in Ry prim. Dann ist g auch in R; mit [ > k prim: Dazu
geniigt es zu zeigen, dass g irreduzibel ist, da R; ein faktorieller Ring ist. Ist
aber g = fg in Ry, so liegen f,g € Ry, da deg,, (9) = degz],(f) deg,, (h) gilt.
Daher ist ¢ in allen R; mit [ > k ein Primelement. Ist also g | fh fiir f,h € R,
so gilt sg = fh fiir ein s € R. Da nur endlich viele Variablen involviert sind,
gilt diese Gleichung auch in einem R; fiir [ > k. Insbesondere gilt g | f oder
g | h in R; und damit in R. Dies zeigt die Behauptung.

Aufgabe 16

Sei R ein Ring, R[t] der Polynomring iiber R, M ein endlich erzeugter freier R-Modul
mit Basis x1,...,2, und ¢ € Homg(M, M) ein Endomorphismus von M. Sei A =
(aij)ij € Mat,,(R) die darstellende Matrix von ¢ beziiglich 1, ..., x,, d.h. p(z;) =
> iy aijry, und sei xa(t) = det(tl — A) € R[t] das charakteristische Polynom von A.

a) Der R-Modul M wird durch tz := ¢(x) zu einem R[t]-Modul.
b) Im R[t]-Modul M ist xa(¢t)z; = 0 fir jedes i.
¢) Im Ring Mat, (R) ist x4(A) = 0 (Satz von Cayley-Hamilton fiir Moduln).

Beweis:
a) Obige Vorschrift induziert einen Ringhomomorphismus

R[t] — Endg(M)
p(t) — p(9),

woraus alle Modulaxiome direkt folgen.

b) Bsist p(z;) = Y7, ajja; daherist Y7, (355 (2;)—asjz;) und somit Y77, (85t~
a;j)z; = 0. Wir setzen b;; := J;;t — a;; und schreiben B fiir die Matrix mit
Eintrégen b;;. Dann ist B eine n x n-Matrix mit Eintragen aus R[t]. Wir schrei-
ben C fiir die Adjunkte zu B (diese existiert iiber beliebigen kommutativen
Ringen). Es gilt also BC = CB = det(B)I. Die Eintrige von C bezeichnen



wir entsprechend mit ¢;;. Es ist daher Y, cixby; = 6;; det(B).

Zbkj‘rj =0= Zcikzbijj =0
j=1 k=1

k=1
n n
— Z Z Cikbijj =0
k=1j=1
n n
— Z Z Cikbkj:L‘j =0
j=1k=1

— Zéij det(B)xj =0
j=1
= det(B)x; = 0.
Dies zeigt die Behauptung, denn det(B) = det(tI — A) = xa(?).
c) Sei S = xa(A) mit den Eintrégen s;;. Dann ist fiir alle i =1,...,r
0= Zsijxj = xa(t)z;.

Da M frei ist, folgt s;; = 0 fiir alle 1 <4, j <n und damit S = 0.



