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Sei R stets ein reell abgeschlossener Körper.

Aufgabe 45
Sei M eine abgeschlossene und beschränkte semialgebraische Teilmenge von Rn,
und sei f : M →M eine definierbare Abbildung mit |f(x)− f(y)| < |x− y| für alle
x, y ∈M mit x 6= y. Dann hat f einen Fixpunkt.

Aufgabe 46
Eine semialgebraische Teilmenge M ⊆ Rn ist genau dann abgeschlossen und be-
schränkt, wenn für jeden abgeschlossenen Punkt α von M̃ gilt: Die Erweiterung
R ⊆ R(α) ist archimedisch. Für R = R ist auch äquivalent: (M̃)max = M .

Aufgabe 47

Sei V eine R-Varietät. Für α ∈ Ṽ (R) ist die Dimension von α definiert als

dim(α) := min
{

dim(S) : S ⊆ V (R) semialgebraisch, α ∈ S̃
}
.

Sei M ⊆ V (R) eine semialgebraische Teilmenge.
(a) Ist V affin, so ist dim(α) = dim

(
R[V ]/supp(α)

)
.

(b) dim(M) = sup{dim(α) : α ∈ M̃}.
(c) Für α, β ∈ M̃ mit α β und α 6= β ist dim(α) > dim(β).
(d) Ist f : M → N eine definierbare Abbildung, so gilt dim f̃(α) ≤ dim(α) für

alle α ∈ M̃ .

Aufgabe 48
Sei M eine nichtleere semialgebraische Menge im Rn. Dann gilt dim(M) = dim(M)
und dim(M rM) < dim(M). (Hinweis: Man benutze das reelle Spektrum.)


