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Aufgabe 33
Sei A ein semilokaler Ring, d.h. A habe nur endlich viele maximale Ideale. Dann ist

der kompakte Raum (Sper A)™?* total unzusammenhingend. (Hinweis: Aufgabe
32)

Aufgabe 34

Sei R ein reell abgeschlossener Korper, sei (M;);ecr eine Familie von semialgebrai-
schen Teilmengen von R™. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt eine endliche Teilmenge J C I mit (¢ ; M; = &;
(ii) fur jeden reell abgeschlossenen Oberkorper S von R ist ()
(i) Mies M =4d.
Dabei bezeichnet (M;)s in (ii) die Grundkorpererweiterung der Menge M; von R
nach S.

ier(Mi)s = &5

Aufgabe 35
Seien nichtnegative ganze Zahlen n, r, d fixiert. Man zeige: Es gibt eine natiirliche
Zahl N = N(n,r,d) derart, daf$§ fiir jeden reell abgeschlossenen Kérper R und jede
Familie fi,..., fr von Polynomen in R[z1,...,x,] mit deg(f;) <d (i =1,...,r)
gilt:
Gibt es zu jedem £ € R™ eini € {1,...,r} mit f;(§) <0, so gibt es
Quadratsummen s, (e € {0,1}") von Polynomen mit

= Y s g (+)
ec{0,1}"
und mit deg(se) < N fiir jeden Multiindex e.

Anleitung: Fiir N > 1 betrachte man die Menge Xy aller Tupel (f1,..., f;) mit
deg(f;) < d, fiir die eine Identitdt () mit deg(s.) < N existiert. Man zeige, dafl
die Mengen Xy und {Jy Xy semialgebraisch sind (in einem geeigneten endlich-
dimensionalen Vektorraum), und verwende dann Aufgabe 34. Man verwende weiter
folgende Tatsache: Zu n, k € N gibt es p € N derart, daf fiir jeden reell abgeschlos-
senen Korper R und jede Quadratsumme f € R[zq,...,x,] mit deg(f) < k gilt: f
ist eine Summe von p Quadraten in R[xy,...,Z,].

Aufgabe 36

Sei V eine affine R-Varietédt und M eine semialgebraische Teilmenge von V(R).
Genau dann ist M Zariski-dicht in V', wenn jedes minimale Primideal von R[V]

Trager eines Punktes in M ist.



