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Einleitung

Mathematische Modelle:

» ¢:[0,00) = R Korrelationsfunktion der Dichte
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Mathematische Modelle:

» ¢:[0,00) = R Korrelationsfunktion der Dichte

» F:R — R material-, temparatur- und druckabhangige Funktion,
z.B. F(x) = vix + vax? (vi, 5 > 0)
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Einleitung

itun;

Mathematische Modelle:

» ¢:[0,00) = R Korrelationsfunktion der Dichte

» F:R — R material-, temparatur- und druckabhangige Funktion,
z.B. F(x) = vix + vax? (vi, 5 > 0)

> ¢ erfiillt folgendes AWP einer nichtlinearen

Integro-Differentialgleichung (Modenkopplungstheorie):

t

o) + (1) + / Fo(t—$)o(s)ds =0, ¢(0)=1 (1)

0
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Einleitung

itun;

Mathematische Modelle:

v

¢ :[0,00) = R Korrelationsfunktion der Dichte

» F:R — R material-, temparatur- und druckabhangige Funktion,
z.B. F(x) = vix + vax? (vi, 5 > 0)

v

¢ erfiillt folgendes AWP einer nichtlinearen
Integro-Differentialgleichung (Modenkopplungstheorie):

30+ o0+ [ Flole - )il =0, 60)=1 (1)
0
tILngo ¢(t) = 0: Material bleibt (zah)fliissig
t|_|>ngo ¢(t) # 0: Glasiibergang

v

Patrick Kurth Integro-Differentialgleichungen mit Anwendungen in der Glasrheologie



Einleitung

itun;

Mathematische Modelle:

> 3(6) + é(1) + Of F(o(t — $))d(s)ds =0, 6(0) =1 (1)
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Einleitung

itun;

Mathematische Modelle:

> 3(6) + é(1) + Of F(o(t — $))d(s)ds =0, 6(0) =1 (1)

» Modelle, die Scherraten beriicksichtigen:
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Einleitung

Mathematische Modelle:

> 3(6) + é(1) + Of F(o(t — $))d(s)ds =0, 6(0) =1 (1)
» Modelle, die Scherraten beriicksichtigen:
o) + 6(1) + / F(6(t—s).t—5.5)d(s)ds =0, 6(0) =1 (2)
0
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Einleitung

Mathematische Modelle:

> 3(6) + é(1) + Of F(o(t — $))d(s)ds =0, 6(0) =1 (1)
» Modelle, die Scherraten beriicksichtigen:
o) + 6(1) + / F(6(t—s).t—5.5)d(s)ds =0, 6(0) =1 (2)
0

hier: F : R x [0,00) x [0,00) = R, z.B. F(x,t,s) = ﬁ
vyeR
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Einleitung

Mathematische Modelle:

»an+an+jﬂwrw»as$=a 6(0) =1 (1)

>ﬂ0+dﬂ+£FWU—ﬂJ—aﬂMﬂ$=Q J0)=1  (2)
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Einleitung

Mathematische Modelle:

> 3(6) + é(1) + Of F(o(t — $))d(s)ds =0, 6(0) =1 (1)
> 3(1) + é(1) + Of Fo(t—s).t—s.9)d(s)ds =0, d(0)=1  (2)

(1), (2):
Alle Faktoren in den Faltungsintegralen hdngen von den Losungen der
Gleichungen ab
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Einleitung

Einleitur
Mathematis

Bisherige Ergebnisse

W. Gotze, L. Sjogren: General Properties of Certain Non-linear
Integro-Differential Equations, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 195, 230-250 (1995):
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Bisherige Ergebnisse

W. Gotze, L. Sjogren: General Properties of Certain Non-linear
Integro-Differential Equations, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 195, 230-250 (1995):

Satz

Fiir 6 > 0 sei F : [0,1 4 0) — R eine absolut monotone Funktion, d.h.
i) Fe C>([0,1+4),R) und
i) Vx€[0,14+6): FO(x) >0 (k=0,1,2,...).

Dann wird das Problem (1) eindeutig durch ein ¢ € C>°([0,0),R)
gelést, wobei ¢ vollstindig monoton ist, d.h.

Vt e [0,00): (1) ¢ (t) >0, (k=0,1,2,...).
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Einleitung
Mathematisches Modell

bish Ergebnisse

Glir Offene Fragen/Ziele

W. Gotze, L. Sjogren:

Satz
Sei g € [0,1) der maximale Fixpunkt der Gleichung

Dann gilt fiir die Lésung ¢: tlim o(t) = g.
— 00
Falls zusitzlich F'(g) < (ljg) , dann gibt es ein sy > 0 derart, dass

lim e4(6(e) ~£) = 0.
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Einleitung

Einleitun,

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.
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Offene Fragen/Ziele

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).
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Einleitung

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.
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Offene Fragen/Ziele

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:
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Einleitung
Modell

se
Offene Fragen/Ziele

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

> Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
atu(t,x)—Au(t,x)—i-/F(u(t—s,x))asu(s,x)ds =0, +AB,+RB
0
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Einleitung

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik
auf eine groBere Klasse von Kernfunktionen,
insbesondere Resultate zu nicht-monotonen Kernfunktionen sind von
Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
atu(t,x)—Au(t,x)—i-/F(u(t—s,x))@su(s,x)ds =0, +AB,+RB
0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

o(t) + (1) + / F(o(t—5)a(s)ds =0, te[0.00). (1)

0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen
o0)+ () + [ Flole-9)is)ds =0, te o) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen
o0)+ () + [ Flole-9)is)ds =0, te o) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

() = (1 + F(1)d(t) — / F'(¢(t = 5))o(t — s)d(s)ds.  (3)

0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

o(t) + (1) + / F(o(t—5)a(s)ds =0, te[0.00). (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

() = (1 + F(1)d(t) — / F'(¢(t = 5))o(t — s)d(s)ds.  (3)

0
ABo0)=1 E 40)=-1
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

<WH¢M+/HMF@WM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABo0)=1 E 40)=-1 _
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

<WH¢M+/HMF@WM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABo0)=1 E 40)=-1 _
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)

o(t) < —(1+ F(1)(t), telot].
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

<WH¢M+/HMF@WM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABo0)=1 E 40)=-1 _
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)

o(t) < —(1+ F(1)(t), telot].

Gronwall =
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

<WH¢M+/HMF@WM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABo0)=1 E 40)=-1 _
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)

o(t) < —(1+ F(1)(t), telot].

Gronwall = q's(t)gfe*(lJrF(l))t’
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

<WH¢M+/HMF@MM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABo0)=1 X 0)=-1 _
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)

o(t) < —(1+ F(1)(t), telot].

Gronwall = ¢(t) < —e UFFOE g h ¢(t') <0, Widerspruch
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

t

<WH¢M+/HMF@MM$:Qt6Mw) (1)
0

Formales Differenzieren von (1) nach t fiihrt zu
t

(6) = ~(+ F)) [ Flole = sDie - 9dls)as. (3)
0
ABg(0) =1 ¥ 4o=-1
Angenommen, es gibt ' = inf{t > 0: ¢(t) = 0} > 0, dann folgt aus (3)
unter der Voraussetzung F'(x) > 0 (x € R)
gZS(t) < _(1 + F(l))¢(t)7 te [Oa t/]'
Gronwall = ¢(t) < —e UFFOE g h ¢(t') <0, Widerspruch

Daraus folgt: ¢ ist streng monoton fallend.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

Basierend auf der Fixpunktgleichung von W. Gotze, L. Sjogren, gelten
folgende Voraussetzungen an F:
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen
Basierend auf der Fixpunktgleichung von W. Gotze, L. Sjogren, gelten
folgende Voraussetzungen an F:

> Ixo < 1, mit F(x) = 2% =: G(x0),

17X0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen
Basierend auf der Fixpunktgleichung von W. Gotze, L. Sjogren, gelten
folgende Voraussetzungen an F:

> Ixo < 1, mit F(x) = 2% =: G(x0),

17X0

» F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> Ix < 1, mit F(x) = - =: G(x0),
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

2N
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

I\
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

I\
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(xo) X =: G(xp),

= 1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

F ist auf R beschrankt, monoton
wachsend und ohne Einschrankung

F differenzierbar,

I\
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> Ix < 1, mit F(x) = - =: G(x0),
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal

Lipschitz-stetig.

F ist auf R beschrankt, monoton
wachsend und ohne Einschrankung
differenzierbar,

d.h., das Problem (1) zu F be-

/\ sitzt eine eindeutige Ldsung ¢ €
—— CY([0, ), R), die streng monoton

t ’ fallend ist.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

¢ Weiter gilt aufgrund der Monoto-
nie:
F xo < ¢(t) <1 fiir alle t € [0, 00)
. 1’
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

Weiter gilt aufgrund der Monoto-
nie:

xo < ¢(t) <1 fiir alle t € [0, c0)

Da F und F auf [xo,1] iiberein-
/\ stimmen, ist ¢ eine Ldsung zum

urspriinglichen Problem.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen

> dxo < 1, mit F(x) = 22 =: G(x0),

1—X0
> F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.

Weiter gilt aufgrund der Monoto-
nie:

xo < ¢(t) <1 fiir alle t € [0, c0)

Da F und F auf [xo,1] iiberein-
/\ stimmen, ist ¢ eine Losung zum
— urspriinglichen Problem.
t . Insbesondere ist ¢ konvergent.

Patrick Kurth Integro-Differentialgleichungen mit Anwendungen in der Glasrheologie



Einleitung

Satz
Sei F:R = R, mit
(i) Ixo < 1, mit F(xp) = 1—f‘XL0 =: G(xo),
(ii) F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.
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Monotone Kernfui
Kernfunktionen unter Kile shedir

Y
Partielle

Satz
Sei F:R = R, mit
(i) Ixo < 1, mit F(x) = & =: G(x),

1—X0
(ii) F ist auf [xo, 1] differenzierbar, monoton wachsend und lokal
Lipschitz-stetig.
Dann besitzt das Problem (1) zu F eine eindeutige Lésung
¢ € C(]0,00),R), die monoton fallend ist und gegen den maximalen
Schnittpunkt g € [x0,1) von F mit G konvergiert.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) - g) = 0.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) - g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) - g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):

» Man zeigt per Induktion: Vn € N : [ t"¢(t)dt < .
0

Patrick Kurth Integro-Differentialgleichungen mit Anwendungen in der Glasrheologie



Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) - g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):

» Man zeigt per Induktion: Vn € N : [ t"¢(t)dt < .
0

(o)
» Daraus folgt: 3sp > 0: [ e®f¢(t)dt < oo, d.h., Jim e®tp(t) = 0.
0 o0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) — g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):
> Wesentlicher Beweisschritt:
Je € (0,1),x0 >0Vne N, x > xp: /t”F(¢(t))dt <(1-¢) / t"o(t)dt.

X0 X0
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) — g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):

» Wesentlicher Beweisschritt:

Je € (0,1),x0 >0Vne N, x > xp: /t”F(¢(t))dt <(1-¢) / t"o(t)dt.

X0 X0

Voraussetzung: F ist absolut monoton mit F'(0) < 1.
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Monotone Kernfunktionen

Monotone Kernfunktionen: Konvergenzraten

Zur Erinnerung (W. Gotze, L. Sjogren):
Falls F'(g) < ﬁ (= G'(g)), dann gibt es ein sp > 0 derart, dass

Jlim e%(¢(t) — g) = 0.

Kommentare zum Beweis (im Fall g = 0):

» Wesentlicher Beweisschritt:

Je € (0,1),x0 >0Vne N, x > xp: /t”F(¢(t))dt <(1-¢) / t"o(t)dt.

X0 X0

Voraussetzung: F ist absolut monoton mit F'(0) < 1.

Idee: Konstruktion einer absolut monotonen Funktion
H:[0,1] = R, mit F(x) < H(x) < G(x) fiir alle x € [0,1).
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Monotone Kernfunktionen

L

Es gilt dann:
EIEG(O 1),Xo>0Vn€Nx>x0

ft”F (t))dt < ft" o(t))dt

X0 X0

Gotze,Sjogren X
< (1—¢) [t"o(t)dt
Xo

Patrick Kurth
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Monotone Kernfunktionen

L

Es gilt dann:
EIEG(O 1),Xo>0Vn€Nx>x0

ft”F (t))dt < ft" o(t))dt

Xo X0
Gotze,Sjogren X
< (1—¢) [t"o(t)dt
Xo

Bendtigen dafiir:
H'(0) <1
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Monotone Kernfunktionen

L

Es gilt dann:
EIEG(O 1),Xo>0Vn€Nx>x0

ft”F (t))dt < ft" o(t))dt

Xo X0
Gotze,Sjogren X
< (1—¢) [t"o(t)dt
Xo

Bendtigen dafiir:
H0)<1l«< F(0)<1
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Monotone Kernfunktionen

L

Es gilt dann:
EIEG(O 1),Xo>0Vn€Nx>x0

ft”F (t))dt < ft" o(t))dt

Xo X0
Gotze,Sjogren X
< (1—¢) [t"o(t)dt
Xo

Bendtigen dafiir:
H0)<1l«< F(0)<1

Ubertragung auf allgemeinere Grenzwerte g # 0 moglich.

Patrick Kurth
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Einleitung
Monotone Kernfun
Kernfunktionen unter Kleinheitsbedin:

Satz

Seien F : R — R und g < 1 der maximale Fixpunkt von F(x) = .
Weiter sei F auf [g, 1] stetig differenzierbar und monoton wachsend und
es gelte F'(g) < ﬁ.

Dann besitzt das Problem (1) zu F eine eindeutige Lésung

¢ € CY(]0,00),R), die monoton fallend ist, mit

- lim et S
Elso>0.t|l>r20e [¢(t) — g] = 0.
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Monotone Kernfunktionen

Wir betrachten den Fall g =0, F/(0) = 1:

o() + 6(1) +be(¢(t ~ ))é(s)ds = 0
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Monotone Kernfunktionen

Wir betrachten den Fall g =0, F/(0) = 1:

o() + 6(1) +fF(¢(t — ))é(s)ds =

o(t) = toftes F(¢(s — r))d(r)drds.

C—un
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Monotone Kernfunktionen

Wir betrachten den Fall g =0, F/(0) = 1:

o(t) + (1) +fF(¢(t ~ 5))(s)ds =

V.d.K.
=

o(t) =e” *tf fF s — r))o(r)drds.

F(x) < x, partielle Integratlon, qb S 0 und Lemma von Gronwall liefern:

e'?(t)t < e
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Monotone Kernfunktionen

Wir betrachten den Fall g =0, F/(0) = 1:

o(t) + (1) +fF(¢(t ~ 5))(s)ds =

V.d.K.
=

o(t) =e” *tf fF s — r))o(r)drds.

F(x) < x, partielle Integratlon, qb S 0 und Lemma von Gronwall liefern:

m\»—n

efPP(t)t<et = o(t) <t
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Monotone Kernfunktionen

Wir betrachten den Fall g =0, F/(0) = 1:

o(t) + (1) +fF(¢(r ~ 5))(s)ds =

V.d.K.
=

o(t) =e” *tf fF s — r))o(r)drds.

F(x) < x, partielle Integratlon, qb S 0 und Lemma von Gronwall liefern:

-

efPP(t)t<et = ()<t e.

Die Konvergenzrate ist unter diesen Voraussetzungen optimal!
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Monotone Kernfunktionen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
Gtu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s,x)ds —0, +AB,+RB
0
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Monotone Kernfunktionen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
atu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s,x)ds —0, +AB,+RB
0
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Monotone Kernfunktionen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
Btu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s7x)ds —0, +AB,+RB
0
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Monotone Kernfunktionen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
atu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s,x)ds —0, +AB,+RB
0
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

t

$(t) + (t)+ [ F(d(t — 5))d(s)ds = 0.

0
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Idee: B(t) + o(t)+ J‘ F(p(t — s))p(s)ds = 0.

kleine nichtlineare Stérung 1
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Idee: B(t) + o(t)+ J‘ F(p(t — s))p(s)ds = 0.

kleine nichtlineare Stérung 1

Betrachten zunachst lineares Problem:

o(t) + (1) + / m(t — $)d(s)ds =0, (0) =1, (4)
0

wobei m : [0,00) — R.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Idee: B(t) + o(t)+ J F(o(t —s))o(s)ds = 0.

kleine nichtlineare Stérung 1

Betrachten zunachst lineares Problem:
t
o+ + [m(e- i) =0, 60 =1 ()
0
wobei m : [0,00) — R.

Fixpunktargumente: Falls m stetig, besitzt das Problem (4) eine
eindeutige Lésung ¢ € C*([0,00),R).
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Asymptotik des linearen Problems:

t

o(t) + (1) + / m(t - 5)d(s)ds =0, 6(0) =1, (4)

0
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Asymptotik des linearen Problems:

t

o(t) + (1) + / m(t - 5)d(s)ds =0, 6(0) =1, (4)

0

k—c(cp—c)

(D) <& ot

|m’ (t)| <ke™cLt
=
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Asymptotik des linearen Problems:

t

o(t) + (1) + / m(t - 5)d(s)ds =0, 6(0) =1, (4)

0

k—c(cp—c)

(D) <& ot

|m’ (t)| <ke™cLt
=

!
Exponentielles Abklingen: c(c; — ¢) > k
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Asymptotik des linearen Problems:

t

o(t) + (1) + / m(t - 5)d(s)ds =0, 6(0) =1, (4)

0

k—c(cp—c)

(D) <& ot

|m’ (t)| <ke™cLt
=

!
Exponentielles Abklingen: c(c; — ¢) > k

(4)’ti’*;§>’"(t)=° —(c1—¢) k=da=9

OIS g
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei
C:={f e CY[0,00),R):

k—c(ep—¢) k—c(e;—c)
F0) =1Vt € [0,00) : [f(1)| < =i Lre ae F|f(t) <e av f}

k—c(a—c
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R):
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(0) = 1,Vt € [0,00) : |f(t)] < L—))ei_t (1) < eq_lct}

k—c(a—c

Dafiir definieren wir

T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R):
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o t,|f/(t)|§e da t}

k—c(c1—c)

Dafiir definieren wir
T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.

zur Wobhldefiniertheit von T (jetzt: c =1+ m(0) =1+ F(1)):
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R):
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o t,|f/(t)|§e da t}

k—c(c1—c)
Dafiir definieren wir
T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.

zur Wobhldefiniertheit von T (jetzt: c =1+ m(0) =1+ F(1)):

im ()] = |F(v(t)v(t)]
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R):
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o t,|f/(t)|§e da t}

k—c(c1—c)
Dafiir definieren wir
T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.

zur Wobhldefiniertheit von T (jetzt: c =1+ m(0) =1+ F(1)):

. [F' ()< v x| .
m(@)] = |Fv@)@®] < wlv(@)|v(t)]
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei
C:={f e CY[0,00),R):

k—c(ep—¢) k—c(e;—c)
F(0) =1,V € [0,00) : [f(1)| < = Lre ae F|f(t) <e a- f}

k—c(a—c

Dafiir definieren wir
T:C— C, vi— Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= F o v.
zur Wohldefiniertheit von T (jetzt: ¢ =1+ m(0) = 1+ F(1)):
[F' ()< v x|

|m’(t)] - |F"(v(t))v(t)] < vi|v(£)[*[v(t)]
ve @ k—c(cqy —c)
—(a— (e1)— 12—t
< wu(Esy) e
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei
C:={f e CY[0,00),R):

k—c(ep—¢) k—c(e;—c)
F(0) =1,V € [0,00) : [f(1)| < = Lre ae F|f(t) <e a- f}

k—c(a—c

Dafiir definieren wir
T:C— C, vi— Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= F o v.
zur Wohldefiniertheit von T (jetzt: ¢ =1+ m(0) = 1+ F(1)):
[F' ()< v x|

[F'(v()v(®)] < wlv(D)|*[v(2)|

im'(t)] =
T () e
]

k—c(c1—c)

< keat
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R) :
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o2 t,|f/(t)|§e da t}

k—c(ai—c)
Dafiir definieren wir
T:C— C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= F o v.
zur Wohldefiniertheit von T (jetzt: ¢ =1+ m(0) = 1+ F(1)):

k—c(c1 —c) —(c1—¢) \“
(Oé+ 1)T <-c, v (k—C(Cl—C)) < k.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R) :
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o2 t,|f/(t)|§e da t}

k—c(ai—c)
Dafiir definieren wir

T:C— C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= F o v.
zur Wohldefiniertheit von T (jetzt: ¢ =1+ m(0) = 1+ F(1)):

k—c(c1 —c) —(c1—¢) \“
(Oé+ 1)T <-c, v (k—C(Cl—C)) < k.

Falls F(0) = 0, folgt:
|F(x)| < va|x|? fiir gewisse v2, 3 > 0
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R) :
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o2 t,|f/(t)|§e da t}

k—c(ai—c)
Dafiir definieren wir

T:C— C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= F o v.
zur Wohldefiniertheit von T (jetzt: ¢ =1+ m(0) = 1+ F(1)):

k—c(c1 —c) —(c1—¢) \“
(Oé+ 1)T <-c, v (k—C(Cl—C)) < k.

Falls F(0) = 0, folgt:
|F(x)] < va|x|? fiir gewisse vo, >0 = m(t) =X 0.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R) :
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§L—C))e o t,|f/(t)|§e da- t}

k—c(a—c
Dafiir definieren wir
T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.

Schauderscher Fixpunktsatz: 3¢ € C: T¢ = ¢, d.h.,
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Ubertragung auf nichtlineares Problem:
Wir interessieren uns fiir Losungen ¢ € C, wobei

C:={f e CY[0,00),R) :
k—c(cp—c) k—c(ey —c)
f(O)zl,VtE[O,oo):|f(t)|§Me o2 t,|f/(t)|§e da t}

k—c(c1—c)
Dafiir definieren wir
T:C—C, v Tv, wobei Tv Lésung von (4) zu m:= Fov.

Schauderscher Fixpunktsatz: 3¢ € C: T¢ = ¢, d.h.,

t

o(t) + 3(1) + / F(6(t — 5))é(s)ds = 0, 6(0) = 1.

0
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" Kerr

Korollar
Sei fiir ein € € (0,1) f € C* ([—5, 52| ,R), zweimal differenzierbar in

T3¢ 3¢
x =0, mit £(0) = £(0) = 0 und (1) > —1. Dann gibt es ein € (0, 1],
so dass gilt:
Das Problem (1) zu F := k - f besitzt eine eindeutige Lésung

¢ € C1([0,00), R), mit

4  343kf(1) _ 343rf(1)

|¢(t)|§me o' und |@(t)| <e T T
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Korollar

Sei fiir ein € € (0,1) f € C* ([—5, 52| ,R), zweimal differenzierbar in
x =0, mit f(0) = f'(0) = 0 und (1) > —1. Dann gibt es ein k € (0, 1],
so dass gilt:

Das Problem (1) zu F := k - f besitzt eine eindeutige Lésung

¢ € C1([0,00), R), mit

4  343kf(1) _ 343rf(1)

|¢(t)|§me o' und |@(t)| <e T T

Beispiele:
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Monotone Kerr 1
Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Korollar
Sei fiir ein € € (0,1) f € C* ([—5, 52| ,R), zweimal differenzierbar in

T3¢ 3¢
x =0, mit f(0) = f'(0) =0 und 16‘(1)E > —1. Dann gibt es ein k € (0,1],
so dass gilt:
Das Problem (1) zu F := k - f besitzt eine eindeutige Lésung

¢ € C1([0,00), R), mit

4  343kf(1) _ 343rf(1)

|¢(t)|§me o' und |@(t)| <e T T

Beispiele:

(i) F(x) = 5555 (x* = x*),
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Kernfunktion:

M
Partielle

Korollar
Sei fiir ein € € (0,1) f € C* ([—5, 52| ,R), zweimal differenzierbar in

T3¢ 3¢
x =0, mit f(0) = f'(0) =0 und 16‘(1)E > —1. Dann gibt es ein k € (0,1],
so dass gilt:
Das Problem (1) zu F := k - f besitzt eine eindeutige Lésung

¢ € C1([0,00), R), mit

4  343kf(1) _ 343rf(1)

|¢(t)|§me o' und |@(t)| <e T T

Beispiele:
(i) F(x) = gamg (x> = x*),

(i) F(x) ==+ (3v21-3)x%
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Bemerkungen
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Bemerkungen

Die Einschrankung F’(0) = 0 ist fiir einige Anwendungen aus der Physik
zu stark.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Bemerkungen

Die Einschrankung F’(0) = 0 ist fiir einige Anwendungen aus der Physik
zu stark. Es gilt jedoch

t
1 1 1
ds < C—m—— N.C > 0.
/(1+r—s)"(1+s)"5— T+ "N
0
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Bemerkungen

Die Einschrankung F’(0) = 0 ist fiir einige Anwendungen aus der Physik
zu stark. Es gilt jedoch

1
ds < C ,
A+t—sy(Its) " ="(T+orn

neN,C>0.

Damit lasst sich in dhnlicher Weise eine Selbstabbildung auf der Menge
Co = {f € C}([0,0),R) :
F(0) = 1,¥t € [0,00) : [ (1)) < w7 by, F(D)] < K 1+f)~}

definieren.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Bemerkungen

Die Einschrankung F’(0) = 0 ist fiir einige Anwendungen aus der Physik
zu stark. Es gilt jedoch

1 1
ds < C ,
A+t—sy(Its) " ="(T+orn

neN,C>0.

Damit lasst sich in dhnlicher Weise eine Selbstabbildung auf der Menge
Co = {f € C}([0,0),R) :

F(0) = 1,¥t € [0,00) : [ (1)) < w7 by, F(D)] < K 1+f)~}
definieren.

Schauderscher Fixpunktsatz liefert unter der schwacheren Voraussetzung
|F'(x)| < afiir ein a = a(n) > 0 eine eindeutige Losung ¢ € C,,.
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
Btu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s7x)ds —0, +AB,+RB
0

Patrick Kurth Integro-Differentialgleichungen mit Anwendungen in der Glasrheologie



Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Offene Fragen/Ziele
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Kernfunktionen unter Kleinheitsbedingungen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
Btu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s7x)ds —0, +AB,+RB
0
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Monotoniebe:

Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

f(¢(t —s)

Troe(sp?(8)ds =0, te[0.00). 6(0)=1. (5)

o(t)+o(t)+ /

0
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

f(¢(t —s)

Troe(sp?(8)ds =0, te[0.00). 6(0)=1. (5)

o(t)+o(t)+ /

0

» f,f">0 = ¢ ist monoton fallend.
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

f(¢(t —s)

Troe(sp?(8)ds =0, te[0.00). 6(0)=1. (5)

o(t)+o(t)+ /

0

» f.f">0 = ¢ ist monoton fallend.
» Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

f(¢(t —s)

Troe(sp?(8)ds =0, te[0.00). 6(0)=1. (5)

o(t)+o(t)+ /

0

» f.f">0 = ¢ ist monoton fallend.
» Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
> Wegen (5) gilt tli)m #(t) = 0.
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

. ; f _ )
¢(t)+¢(t)+/ MMs)ds—o, te0,00), ¢(0)=1. (5)
0
» f,f">0 = ¢ ist monoton fallend.

v

Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
Wegen (5) gilt tl;n;) #(t) = 0.
f(0) <1

v

v
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

. ; f _ )
¢(t)+¢(t)+/ MMs)ds—o, te0,00), ¢(0)=1. (5)
0
» f,f">0 = ¢ ist monoton fallend.

v

Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
Wegen (5) gilt tli)m #(t) = 0.
f/(0)<1 =VneN: tILm t"p(t) = 0.

v

v
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Kleinhei

Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

. ; f _ )
¢(t)+¢(t)+/ MMs)ds—o, te0,00), ¢(0)=1. (5)
0
» f,f">0 = ¢ ist monoton fallend.

v

Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
Wegen (5) gilt tli)m #(t) = 0.
f/(0)<1 =VneN: tILm t"p(t) = 0.

v

v

Falls £(0) = 0, folgt fiir alle t € [0,00) : 12} < Mg(t) fiir ein
M >0

v
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Kleinhei

Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: Monotonie

Wir betrachten exemplarisch folgendes physikalisch relevantes Problem
mit mehrparametrigen Kernfunktionen

. ; f _ )
¢(t)+¢(t)+/ MMs)ds—o, te0,00), ¢(0)=1. (5)
0
» f,f">0 = ¢ ist monoton fallend.

v

Daraus folgt mit (5): ¢ > 0, d.h., ¢ ist konvergent.
Wegen (5) gilt tli)m #(t) = 0.
f/(0)<1 =VneN: tILm t"p(t) = 0.

v

v

Falls £(0) = 0, folgt fiir alle t € [0,00) : 12} < Mg(t) fiir ein

M>0 = 3s5>0: lim e*¢(t) =0.
t—o0

v
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Monotoniebedin, en

Kleinheitsbedingunger

Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: kleine Kerne
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Mehrparametrige Kernfunktionen: kleine Kerne

Wir betrachten folgendes Beispiel aus der Physik:

f(o(t —s))

1+’y2sin2(t—s)¢(s)dszo vER, ¢(0)=1. (6)

Mﬂ+ﬂﬂ+/
0
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Monotoniebedingungen

Kleinheitsbedingungen

Mehrparametrige Kernfunktionen: kleine Kerne

Wir betrachten folgendes Beispiel aus der Physik:

¢(t)+¢3(t)+/ flolt ~s)) P(s)ds=0 ~yeR, ¢0)=1. (6)
0

14 2sin’(t — s)

Korollar

Sei0 < c< 3 mitc> 55 (3(c+1)° = 5(c+1)%). Weiter sei
fect ([—ﬁ, 3(++1)} ,R) mit £(0) = f'(0) = 0 zweimal
differenzierbar in x = 0. Dann existiert ein T € (0, 1] derart, dass gilt:

Das Problem (6) zu F := 7 - f besitzt eine eindeutige Losung
¢ € CY([0,00),R) mit

4, _ L
lp(t)] < me D ynd |g(t)] < emFeHDE

fiir alle t € [0, c0).
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Mehrparametrige Kernfunktionen

Offene Fragen/Ziele

» Erweiterung der Resultate zu Wohlgestelltheit und Asymptotik auf
eine groBere Klasse von Kernfunktionen, insbesondere Resultate zu
nicht-monotonen Kernfunktionen sind von Interesse.

» Ubertragung der Resultate auf die Probleme (2).

» Bestimmung der Konvergenzraten im kritischen Fall F'(g) = ﬁ.

Im zweiten Teil:

» Behandlung von gewissen partiellen Integro-Differentialgleichungen,
z.B.

t
Btu(t,x)—Au(t,x)—l—/F(u(t—s7x))8su(s7x)ds —0, +AB,+RB
0
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Einleitung
ortsunabk i ernfunktionen
ortsabhar funktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen
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Einleitung
ortsunabh ernfunktionen
ortsabhidn nfunktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

n
Seien G C R" ein beschranktes Gebiet, A= > —0;a;(-)9; + a(-) ein
ij=1
elliptischer Operator.
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Einleitung

Kernfunktionen
Kernfunktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

n
Seien G C R" ein beschranktes Gebiet, A= > —0;a;(-)9; + a(-) ein
ij=1
elliptischer Operator.Wir betrachten folgende Probleme
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

n
Seien G C R" ein beschranktes Gebiet, A= > —0;a;(-)9; + a(-) ein
ij=1
elliptischer Operator.Wir betrachten folgende Probleme

(i) we(t,x) + Au(t,x) + ft F(u)(t — s)ue(s,x)ds =0,

0
(t,x) € [0,00) x G,
AB: u(0, x) = up(x) fiir x € G,
RB: u(t, x) = 0 fiir (t,x) € [0,00) x OG,
F(u) : [0,00) — R l6sungsabhingige Kernfunktion.
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

n
Seien G C R" ein beschranktes Gebiet, A= > —0;a;(-)9; + a(-) ein
ij=1
elliptischer Operator.Wir betrachten folgende Probleme

(i) we(t,x) + Au(t,x) + j F(u)(t — s)ue(s,x)ds =0,

0
(t,x) € [0,00) x G,
AB: u(0, x) = up(x) fiir x € G,
RB: u(t, x) = 0 fiir (t,x) € [0,00) x OG,
F(u) : [0,00) — R l6sungsabhingige Kernfunktion.

(il) we(t,x) + Au(t, x) + bf F(u(t —s,x))ue(s,x)ds =0,
(t,x) € ]0,00) x G,
AB: u(0, x) = up(x) fir x € G,

RB: u(t,x) = 0 fiir (t,x) € [0,00) x 0G,
F:R—=R.
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ige Kernfunktionen

ortsabhar Kernfunktionen
Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — s)ua(s, x)ds = 0,

U(O7X) = UO(X)7 u|[0,<>o)><8G =0.
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ige Kernfunktionen
f
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t
ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — 5)ue(s, x)ds = 0,
0
u(0,x) = uo(x), ulp,c0)x06 = 0.
Bei parabolischen Anfangsrandwertproblemen iiblicher
Losungsbegriff:
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t
ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — 5)ue(s, x)ds = 0,
0

U(O7X) = UO(X)7 u|[0,<>o)><8G =0.
Bei parabolischen Anfangsrandwertproblemen iiblicher
Lésungsbegriff:u € C([0,00), D(A)) N CY([0, ), L?(G)), wobei
D(A) = H}(G) N H?(G).
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t
ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — 5)ue(s, x)ds = 0,
0

U(O7X) = UO(X)7 u|[0,<>o)><8G =0.
Bei parabolischen Anfangsrandwertproblemen iiblicher
Lésungsbegriff:u € C([0,00), D(A)) N CY([0, ), L?(G)), wobei
D(A) = H}(G) N H?(G).
Falls up € D(A), F : L?(G) — R stetig, dann gilt fiir ein
u € CY[0,), L2(G)):
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funktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t
ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — 5)ue(s, x)ds = 0,
0

U(O7X) = UO(X)7 u|[0,<>o)><8G =0.
Bei parabolischen Anfangsrandwertproblemen iiblicher
Lésungsbegriff:u € C([0,00), D(A)) N CY([0, ), L?(G)), wobei
D(A) = H}(G) N H?(G).
Falls up € D(A), F : L?(G) — R stetig, dann gilt fiir ein
u € CY([0,0), L2(G)): F(u) * us € C°(]0, ), L%(G)),
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funktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir beginnen mit dem Problem (i):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u)(t — 5)ue(s, x)ds = 0,
0
U(O7X) = UO(X)7 u|[0,<>o)><8G =0.
Bei parabolischen Anfangsrandwertproblemen iiblicher
Lésungsbegriff:u € C([0,00), D(A)) N CY([0, ), L?(G)), wobei
D(A) = H}(G) N H?(G).

Falls up € D(A), F : L?(G) — R stetig, dann gilt fiir ein
u € CY([0,0), L%(G)): F(u) * us € C°([0, ), L2(G)),d.h. das Problem

2
ur + Au+ F(u) * uy tLe) 0, u(0) ) uo

ist sinnvoll gestellt.
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Einleitung
ortsunabhéngige Kernfunktionen

ortsabh > Kernfunktionen
Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir untersuchen zunachst folgendes lineares Problem zu
m € C([0,),R):
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ortsabhir Kernfunktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Wir untersuchen zunachst folgendes lineares Problem zu
m € C([0,),R):

ut(t)+Au(t)+/m(t—s)ut(s)ds © 0, w0)?P %, (1)
0
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gige Kernfunktionen

ernfunktionen

Wir untersuchen zunachst folgendes lineares Problem zu
m € C([0,),R):

ue(t) + Au(t) + / m(t — $)ue(s)ds "0, w(0) °D v, (7)
0
Lemma
Seien m € C*([0,00),R) mit m(0) > —q und |m'(t)| < ke=<* fiir alle
t € [0,00), wobei ¢c; > Ay mit Ay = g+ m(0) und k > O derart, dass
k < e — A1)
Weiter gelte t|l>ngo m(t) = 0.
Dann besitzt das Problem (7) zu ug € D(A?) eine eindeutige Lésung
u € C°([0,0), D(A)) N C([0, ), L2(G)), mit

k=A1(e1—=A1)
|ue(B)]] < lluollpgaye o=

A1 — =2l =),
A)—e c1—A1 .
k = )\1(C1 — )\1)

t

und [lu(t)]| < [|uollp
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Wir untersuchen zunachst folgendes lineares Problem zu
m € C([0,),R):

2
ut(t)+Au(t)+/m(tfs)ut(s)dsL(:G) 0, u(0) @y, (7)
0
Korollar
Falls uy € D(A3), so gilt
k=A1(e1=21)
lue(t)llpgay < Il Auollpaye =
A1 —C k=@ =)
und ||u(t)|Ipeay < [|Auollpiay e o

k )\(C —/\1)

(fiir u € D(A) ist [[ullpeay = [lAull + [[ul))
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ortsabhingige Kernfunktionen
Partielle Integro-Differentialgleichungen

Ubertragung auf das nichtlineare Problem:
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Ubertragung auf das nichtlineare Problem:

Wir interessieren uns fiir Lésungen u € C, wobei up € D(A%) und

€= { € €%([0,00), D(A)) N €([0, 00), L(G)) | u(0) "2 o, Ve € [0,00) :

k=A1(e =A1)
Ju(t)]] < ||%||D(A)%e a-x ¢
k=Ml =),
lue(t)] < ”uOHD(A)e A=A
k=Ml =2)

und ||u(t)||D(A) < HAUOHD(A)%E 1 — A1

t
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Ubertragung auf das nichtlineare Problem:

Wir interessieren uns fiir Lésungen u € C, wobei up € D(A%) und

€= { € €%([0,00), D(A)) N €([0, 00), L(G)) | u(0) "2 o, Ve € [0,00) :

k=A1(e =A1)
Ju(t)]] < ||%||D(A)%e a-x ¢
k=Ml =),
[ue(t)[] < [Juoll o (A€ a M
k=Ml =2)

und [|u(t)l[p(a) < HAUOHD(A)me a

Sei T:C — C, u— Tu, wobei Tu Ldsung von (7) zur Kernfunktion
m := F o u. Existenz eines Fixpunkts liefert der Schaudersche
Fixpunktsatz.
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Satz

Seien ug € D(A3) und F € C°(L%(G),R) lokal Lipschitz-stetig mit

F o u e CY[0,),R) fiir alle u € C(]0,00), L%(G)) und F(ug) > —q.
Weiter gelte (Konstanten geeignet)

() [F(u)] < v
(i) |EF(u(t)| < wvallu(e)|*r||ue(2)[|*2 fiir alle u € C(L2(G)).
Dann besitzt das Problem zu F eine eindeutige Losung

u € C°([0,0), D(A)) N C([0, ), L2(G)), mit

A —C =il =) .
B c1—A1
k= Xi(a — A1)

k=Aj(ep=21) o
und lue(t)|| < [lwollpaye =

u(t)]l < [luollpeay

fiir alle t € [0, 00).
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Kernfunktionen

ernfunktionen

Satz

Seien ug € D(A®) und F € C°(L%(G),R) lokal Lipschitz-stetig mit

F o u e CY[0,),R) fiir alle u € C(]0,00), L%(G)) und F(ug) > —q.
Weiter gelte (Konstanten geeignet)

() [F(u)] < v
(i) |dt u(t))} < v llu(t) ||| ue(t)|| @ fiir alle u € CY(L%(G)).
Dann besitzt das Problem zu F eine eindeutige Losung

u € C°([0,0), D(A)) N C([0, ), L2(G)), mit

A —C =il =) .
B c1—A1
k= Xi(a — A1)

k=Aj(ep=21) o
und lue(t)|| < [lwollpaye =

u(t)]l < [luollpeay

fiir alle t € [0, 00).
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ug € D(A)

dicht
D(A%) "C D(A)
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up € D(A)
dicht

D(A%) C D(A)

ul € D(A3)
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ug € D(A)

dicht
D(A%) "C D(A)

u" € CO([0,00), D(A)) N C1([0, 0), L2(G))

n 3
ug € D(A%) exponentiell abklingende Lésung
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up € D(A) Ju = lim,_ o u" Lésung zum AW wug

dicht
D(A%) "C D(A)

u" € C°([0,00), D(A)) N C}([0, 0), L2(G))

n 3
ug € D(A%) exponentiell abklingende Lésung
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Beispiele:
» F(u) = wi|ul|? (vi > 0 klein, u € L%(G)).
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Beispiele:
» F(u) = wi|ul|? (vi > 0 klein, u € L%(G)).

> Allgemein: F(u) = f(||u]|), wobei f : R — R mit f(0) = f’(0) =0
hinreichend klein.
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Ortsabhangige Kernfunktionen
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Ortsabhangige Kernfunktionen

Nun betrachten wir das Problem (ii):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u(t — s, %))ue(s, x)ds = 0,

U(O,X) = UO(X)a u|[0,oo)><8G =0,

wobei F: R — R.
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Ortsabhangige Kernfunktionen

Nun betrachten wir das Problem (ii):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u(t — s, %))ue(s, x)ds = 0,

U(O,X) = UO(X)a u|[0,oo)><8G =0,

wobei F: R — R.

Ziel: Faltungsprodukt in geeigneten Raumen erklaren.
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Ortsabhangige Kernfunktionen

Nun betrachten wir das Problem (ii):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u(t — s, %))ue(s, x)ds = 0,

U(O,X) = UO(X)a u|[0,oo)><8G =0,
wobei F: R — R.

Ziel: Faltungsprodukt in geeigneten Raumen erklaren.

Falls 4k > n, ist Hz"(G) eine Banachalgebra, d.h.,
u,v € H*(G) = uv € H*(G)
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Ortsabhangige Kernfunktionen

Nun betrachten wir das Problem (ii):
t

ue(t, %) + Au(t, x) + / F(u(t — s, %))ue(s, x)ds = 0,

U(O,X) = UO(X)a u|[0,oo)><8G =0,

wobei F: R — R.
Ziel: Faltungsprodukt in geeigneten Raumen erklaren.

Falls 4k > n, ist Hz"(G) eine Banachalgebra, d.h.,
u,v € H*(G) = uv € H*(G)
)

I| - Il Hox()-Norm nachteilig (keine Vertauschung mit e~**), verwenden

daher || - || p(ax)-Norm.
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Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1
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Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
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ortsabhingige ‘Kernfunktionen

Partielle Integro-Differentialgleichungen

Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:

3C1, G >0Vue D(Ak) : C1||U||H2’<(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2‘<(G)'
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Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
4G, G >0Vu e D(Ak) : C1||U||H2’<(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2‘<(G)'

> Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit |[F()(x)| < vy|x|*
(i=0,...,2(k—1), v, > 0):
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
4G, G >0Vu e D(Ak) : C1||U||H2’<(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2“(G)'

> Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit |[F()(x)| < vy|x|*
(i=0,...,2(k—1), v, > 0):

3G > 0 Vu € D(AX) : F(u) € D(AX) mit [|[F(u)llpary < CavallullBian-
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
4G, G >0Vu e D(Ak) : C1||U||H2’<(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2“(G)'

> Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit |[F()(x)| < vy|x|*
(i=0,...,2(k—1), v, > 0):

3G > 0 Vu € D(AX) : F(u) € D(AX) mit [|[F(u)llpary < CavallullBian-

» Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit F2 lokal Lipschitz-stetig und
FDW0)=0(i=0,...,2(k — 1)):
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Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
4G, G >0Vu e D(Ak) : C1||U||H2"(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2“(G)'

> Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit |[F()(x)| < vy|x|*
(i=0,...,2(k—1), v, > 0):

3G > 0 Vu € D(AX) : F(u) € D(AX) mit [|[F(u)llpary < CavallullBian-

» Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit F2 lokal Lipschitz-stetig und
FDW0)=0(i=0,...,2(k — 1)):

VM > 03K > 0 Vur, up € D(AX) mit [|u;]|piary <M (i =1,2) :

|F(u1) = F(u2)llpeary < Kllur — w2l pgary,
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Erinnerung: A= Y —0;a;(-)0; + a(-) (formal)
ij=1

» Elliptische Regularitit: Falls fiir ein k € N: a;,a € C?*71(G), gilt:
4G, G >0Vu e D(Ak) : C1||U||H2"(G) < ”U”D(A“) < C2Hu||H2“(G)'

> Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit |[F()(x)| < vy|x|*
(i=0,...,2(k—1), v, > 0):

3G > 0 Vu € D(AX) : F(u) € D(AX) mit [|[F(u)llpary < CavallullBian-

» Falls 4k > n, F € C?*(R,R) mit F2 lokal Lipschitz-stetig und
FDW0)=0(i=0,...,2(k — 1)):

VM > 03K > 0 Vur, up € D(AX) mit [|u;]|piary <M (i =1,2) :

|F(u1) = F(u2)llpeary < Kllur — w2l pgary,
und 3G > 0 Vu,v € D(Ak) : ||F(U)V||D(Ak) < C3||F(u)||D(A‘<)||V||D(A‘<)-
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Weiteres Vorgehen dhnlich zum Fall ortsunabh&ngiger Kernfunktionen:
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Weiteres Vorgehen dhnlich zum Fall ortsunabh&ngiger Kernfunktionen:
» Wohlgestelltheit und Asymptotik zum linearen Problem
u € C°([0, 00), D(AK)) N C}([0, 00), D(A*1)) :
t
ut(t)—l—Au(t)—i—/m(t—s)ut(s)ds:O, t € (0,00),
0
u(0) = up € D(A*),  m e C*([0, 00), D(AX)).
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Weiteres Vorgehen dhnlich zum Fall ortsunabh&ngiger Kernfunktionen:
» Wohlgestelltheit und Asymptotik zum linearen Problem

u € C°([0, 00), D(AK)) N CY(]0, 00), D(AK1Y)
ug(t) + Au(t) + / m(t — s)ue(s)ds =0, t € (0,00),
u(0) = up € D(A**Y),  m e CY([0,0), D(AX)).

» Aufstellen einer Fixpunktgleichung zum nichtlinearen Problem
beziiglich der Menge

C= {u S Cl([O,oo), D(Ak)) :u(0) = wp,
||U(t)HD(Ak), HUt(t)HD(Ak), [lu(t)]], [lue(t) klingen exponentiell ab} .
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Weiteres Vorgehen dhnlich zum Fall ortsunabh&ngiger Kernfunktionen:
» Wohlgestelltheit und Asymptotik zum linearen Problem

u € C°([0, 00), D(AK)) N CY(]0, 00), D(AK1Y)

ut(t)—l—Au(t)—l—/m(t—s)ut(s)ds:O, t € (0,00),
u(0) = up € D(A**Y),  m e CY([0,0), D(AX)).

» Aufstellen einer Fixpunktgleichung zum nichtlinearen Problem
beziiglich der Menge

C= {u S Cl([O,oo), D(Ak)) :u(0) = wp,
||U(t)HD(Ak), HUt(t)HD(Ak), [lu(t)]], [lue(t) klingen exponentiell ab} .

» Fixpunkteargumente liefern eine Lésung zum nichtlinearen Problem.
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Lemma
Seien n <3 und f € C3 ([—%’HAUOHD(A)%, %HAU()HD(A)%] ,R), viermal

differenzierbar in x = 0 mit """ lokal Lipschitz-stetig und
f(0) = £'(0) = "/(0) = f"’(0) = 0. Dann existiert ein k > 0 derart, dass
das Problem

t
e, %) + Au(t, x) + / el — 50 le s = 0,
0
u(0, x) = up(x), U|[o,oo)xac =0,
zu F = k- f eine eindeutige Lésung u € C ([0, 00), D (A)) besitzt, die

und deren Ableitung u; beziiglich || - ||p(ay und || - || exponentiell
abklingen.
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Offene Fragen/ weitere Ziele
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Offene Fragen/ weitere Ziele

» Blow-up-Resultate fiir die Probleme gewdhnlicher und partieller
Integro-DGils.

Patrick Kurth Integro-Differentialgleichungen mit Anwendungen in der Glasrheologie



ernfunktionen
ortsabhingige Kernfunktionen
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Offene Fragen/ weitere Ziele

» Blow-up-Resultate fiir die Probleme gewdhnlicher und partieller
Integro-DGils.

» Gewodhnliche IDGLs: Asymptotikresultate im Fall beschrankter, nicht
monoton wachsender groBer Kerne, z.B. F(x) = cos(x).
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Offene Fragen/ weitere Ziele

» Blow-up-Resultate fiir die Probleme gewdhnlicher und partieller
Integro-DGils.

» Gewodhnliche IDGLs: Asymptotikresultate im Fall beschrankter, nicht
monoton wachsender groBer Kerne, z.B. F(x) = cos(x).

» Gewdhnliche IDGls: Konvergenzraten im Fall F/(0) =1 falls
F(x0) > xo fiir ein xo € (0,1], z.B. fiir F(x) = x + x2.
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Offene Fragen/ weitere Ziele

» Blow-up-Resultate fiir die Probleme gewdhnlicher und partieller
Integro-DGils.

» Gewodhnliche IDGLs: Asymptotikresultate im Fall beschrankter, nicht
monoton wachsender groBer Kerne, z.B. F(x) = cos(x).

» Gewdhnliche IDGls: Konvergenzraten im Fall F/(0) =1 falls
F(x0) > xo fiir ein xo € (0,1], z.B. fiir F(x) = x + x2.

» Partielle IDGLs: Verbesserung der Bedingungen an die Kernfunktion.
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Kernfunktionen
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Partielle Integro-Differentialgleichungen

Offene Fragen/ weitere Ziele

» Blow-up-Resultate fiir die Probleme gewdhnlicher und partieller
Integro-DGils.

» Gewodhnliche IDGLs: Asymptotikresultate im Fall beschrankter, nicht
monoton wachsender groBer Kerne, z.B. F(x) = cos(x).

» Gewdhnliche IDGls: Konvergenzraten im Fall F/(0) =1 falls
F(x0) > xo fiir ein xo € (0,1], z.B. fiir F(x) = x + x2.
» Partielle IDGLs: Verbesserung der Bedingungen an die Kernfunktion.

» Partielle IDGLs: Resultate im Ganz- oder Halbraumfall.
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Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit
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