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UBUNGEN ZUR VORLESUNG THEORIE PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Blatt 1

Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei n € Ny und sei B1(0) := {x € R" : |z| < 1}. Sei n eine Friedrichsche Glattungsfunktion, d. h.
es gilt n € C*°(R",R) mit suppn C Bi(0), [p.ndA =1 und n > 0. Wir definieren fiir beliebige
€ > 0 die zugehorige Diracfolge 7. := e ™ (5)

£

Sei @ C R” offen und f € L'(Q,R). Wir setzen f durch Null auf das Komplement von € fort
und definieren fiir beliebige ¢ > 0 die Funktionen f. : R” — R, z — [p, n-(z — y)f(y)dy. Sei
(en)nen C Ry eine Nullfolge und sei € > 0 beliebig. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt f. € C°(R").

(ii) Sei K C  eine kompakte Teilmenge von € und sei in dieser Teilaufgabe f noch zusitzlich
stetig auf 2. Dann gilt f., = f auf K fiir n — co.

(iii) Sei m € Nj. Sei in dieser Teilaufgabe f noch zusétzlich von der Klasse C™(£2). Sei x € .

Falls B.(z) C Q gilt, dann ist D f.(z) = (D f):(x) fiir alle Multiindizes a mit |a| < m. Sei

' € Q offen, dann gilt || f, — fllcmqy — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei Q C R™ ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € Ct. Sei u € C1(Q).

(i) Seii € {1,...,n}. Benutze den Gaufischen Divergenzsatz um

/ w; = / ur’
Q o0
zu beweisen.

(ii) Seien u,v € CY(Q). Zeige, dass fiir alle i € {1,.

/uzv— /uvl / uvrt
o0
gilt.

(iii) Sei u € C?(Q) NCL(Q). Sei f € CO(Q) mit f > 0. Zeige, dass das Randwertproblem

Au=f in §,
(Du,vy =0 auf 09,

keine Losung besitzt.

Aufgabe 3. (/ Punkte)
Sei Q C R” ein beschriinktes Gebiet. Sei u € C?(12). Entscheide und beweise, ob die folgenden
Differentialgleichungen entlang der Losung v elliptisch sind:

(i) Sei (a') € CO(Q, R™) eine Funktion, so dass (a')(z) fiir alle z € Q eine symmetrische und
positiv definite Matrix ist. u erfiille die Differentialgleichung Z _aYu;; = 0.

(ii) w erfiille die Minimalflachengleichung div (\/m)

(iii) Sei f € C1(Q2 x R x R™). u erfiille die Monge-Ampere Gleichung det D?u = f(z,u, Du).

(iv) Sei f € CH(Q2xRxR™). u sei strikt konvex und erfiille die Monge-Ampere Gleichung det D?u =
f(z,u, Du).



Aufgabe 4. (4 Punkte) B
Sei 2 C R” ein beschriinktes Gebiet. Sei u € C?(Q) N C%(Q).

(i) Nehme an, dass Au(z) > 0 fiir alle = €  erfiillt ist. Zeige, dass fur alle x € Q

u(z) < sup u(y)
yeoN

gilt.
(ii) Nehme an, dass Au(z) > 0 fiir alle z € Q erfillt ist. Zeige, dass

sup u(x) = sup u(x)
€ €02

gilt. Hinweis: Berechne Av, wobei v(z) := e fiir z € Q sei.
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