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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Seien u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0
(
Ω
)

Lösungen
der RWP {

∆u = f in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω

und {
∆v = f in Ω,

v = ψ auf ∂Ω

Zeige, dass

max
Ω
|u− v| ≤ max

∂Ω
|ϕ− ψ|

gilt.

Aufgabe 2. (6 + 2 Punkte) Sei 2 ≤ n ∈ N. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1. Sei
f ∈ C0(Ω) und sei u := Φ ? f , wobei Φ die Fundamentallösung der Laplacegleichung sei. Zeige die
folgenden Aussagen:

(i) Für 1 ≤ i ≤ n sei

vi(x) =

ˆ
Ω

∂

∂xi
Φ(x− y)f(y)dy.

Dann ist u stetig partiell differenzierbar und ui = vi.
Anleitung: Sei η ∈ C1(R) mit 0 ≤ η ≤ 1, 0 ≤ η′ ≤ 2, η(t) = 0 für t ≤ 1 und η(t) = 1 für t ≥ 2.
Für ε > 0 definieren wir ηε(t) := η

(
t
ε

)
und die Funktionen

wε : Rn → R, x 7→
ˆ

Ω
Φ(x− y)ηε(|x− y|)f(y)dy.

Zeige, dass für kompakte Mengen K ⊂ Rn

sup
x∈K
|wε(x)− u(x)| → 0 für ε→ 0

und

sup
x∈K
|Diwε(x)− vi(x)| → 0 für ε→ 0

gelten.
(ii) Zusatz: Sei f ∈ C1(Ω). Dann ist u zweimal stetig differenzierbar und eine Lösung der Gleichung
−∆u = f in Ω.
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Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei Ω ⊂ Rn offen, u ∈ C2(Ω). Gilt für jede Kugel Br(x) ⊂ Ω

u(x) =

 

Br(x)

u(y) dy,

so ist u in Ω harmonisch. Zeige dies.

Aufgabe 4. (4 Punkte) Beweise den Satz von Liouville mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft für
harmonische Funktionen.
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