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Aufgabe 1. (4 Punkte) Sei r > 0 und g € C°(dB,.), B, C R™ Definiere

u(z) = /K(w,y)g(y)dy
0B,
mit
r? — |z|? 1

nwn™ ‘m - y’n

K(z,y) =
fiir x € B, und y € dB,. Dann gelten

(i) u € C*(B,),
(i) Au=0in By,
(iii) u ldsst sich stetig auf 0B, fortsetzen und die Fortsetzung @ erfilllt dort @ = g.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei 2 C R offen, beschréinkt und zusammenhéngend. Seien u, v € C? ().
Sei u eine C?-subharmonische Funktion und v eine C%-superharmonische Funktion. Gelte u = v auf
0f). Dann gilt entweder v < v in  oder v = v. Im zweiten Fall sind beide Funktionen harmonisch.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Definition: Sei ) C R" offen, u € C%(9). Dann erfiillt u die Ungleichung Au > 0 im Viskositéitssinne,
falls fiir jeden Punkt zo € Q, jede Kugel B,(zo) C , r € R, und jede Funktion ¢ € C?(B,(z0))
mit

u(zo) = (o)
und
u(z) <p(x) firz € By(xo)
folgt, dass

AQO(JJ()) > 0.

Analog definiert man Au < 0 im Viskositétssinne. Falls Au > 0 und Au < 0 im Viskositétssinne
gelten, so heifit u im Viskositétssinne harmonisch oder eine Viskositétslosung von Au = 0.

Sei Q C R” offen, u € C%(Q). Zeige, dass u genau dann im Viskosit#tssinne harmonisch ist, wenn
u (nach bisheriger Definition) harmonisch ist.

Tipp: Zeige, dass eine Viskosititslosung von Au = 0 auch CY-subharmonisch sowie CY-superharmonisch
ist.
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Aufgabe 4. (4 Punkte) Sei Q C R" offen und beschrinkt, 992 € C2.

(i) Zeige, dass es ein m € N und offene, beschrinkte Mengen U;, V; C R fiir i € {1,...,m} gibt,
so dass U; € V; ist, 9Q C |J;*, U; gilt und so dass 9QNV; Graph einer C2-Funktion w; ist und
QN V; jeweils auf einer Seite dieses Graphen liegt. Zeige, dass man die Mengen (V;)ieq1,....m}
so wihlen kann, dass u; die Gradientenabschiitzung || Du;|| < & erfiillt.

(ii) Zeige, dass 2 eine gleichméBige duflere (und innere) Kugelbedingung erfiillt.

Hinweis: Sei i € {1,...,m} fest. Dann ist dQ N V; Graph einer C?-Funktion u. Sei z =
(Z,u(2)) € 02N U;. Sel r € Ry klein. Bestimme Z € R"!, so dass die Funktion

v: Bl 1()—>]R yl—>\/T2—]y—x—§:|2 \/7“2 |Z]2 + u(2)

die Bedingung Dv (&) = Du(Z) erfiillt. Zeige dann mit Hilfe der Taylorentwicklung, dass fiir
kleine r > 0 die Funktion u — v : B*~1(2) \ {2} — R positiv ist.
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