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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) eine Lösung von u̇−∆u = 0. Sei λ ∈ R. Zeige, dass

uλ : Rn × (0,∞)→ R, (x, t) 7→ u
(
λx, λ2t

)
ebenfalls eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ist.

Aufgabe 2. (1+2+2+4 Punkte) Sei u die Lösung des Anfangswertproblems{
u̇ = ∆u in Rn × (0,∞)

u(·, 0) = u0(·) in Rn

aus Theoren 7.5.

(i) Es gilt

‖u(·, t)‖L∞(Rn) ≤ ‖u0‖L∞(Rn)

für alle t > 0.
(ii) Gelte

lim
r→∞

sup
Rn\Br(0)

|u0| = 0.

Dann folgt

lim
r→∞

sup
Rn\Br(0)

|u(·, t)| = 0

für alle t > 0.
(iii) Sei u0 wie in (ii). Dann gilt

lim
t→∞ Rn

sup |u(·, t)| = 0.

(iv) Zusatz: Zeige, dass es u0 ∈ C0(Rn)∩L∞(Rn) und Folgen (tk)k∈N, (τk)k∈N ⊂ R mit tk →∞ und τk →∞
gibt, so dass

u(0, tk)→ 1 und u(0, τk)→ 0

für k →∞ konvergieren.
Hinweis: Betrachte ein Glas Tee in einem kalten Kühlschrank in einem warmen Zimmer im Winter . . . .

Aufgabe 3. (1+4+3 Punkte) Sei u die Lösung des Anfangswertproblems{
u̇ = ∆u in Rn × (0,∞)

u(·, 0) = u0(·) in Rn

aus Theoren 7.5. Sei u0 Zn-periodisch, dass heißt, es gelte u0

(
x+ ~k

)
= u0(x) für alle ~k ∈ Zn. Gelte

sup
Rn
|u0| ≤ K mit K ∈ R.

(i) Zeige, dass u(·, t) für alle t > 0 ebenfalls Zn-periodisch ist. Warum sollte man hierfür nicht das

Maximumprinzip auf u(x, t)− u
(
x+ ~k

)
anwenden?
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(ii) Zeige, dass

|Du|(x, t) ≤ K√
t

für alle (x, t) ∈ Rn × (0,∞)

gilt.
Hinweis: Benutze die C0 -Schranke aus der letzten Aufgabe und formuliere und wende ein Maximumprizip
auf

w(x, t) = u2(x, t) + t|Du|2(x, t)

an, wobei eine Approximation nötig ist, da Du(·, 0) nicht definiert zu sein braucht.
(iii) Zusatz: Zeige analoge Abschätzungen auch für höhere Ableitungen in räumliche und zeitliche Richtungen.

Hinweis: Betrachte |Du|2 + t
∣∣D2u

∣∣2 .

Aufgabe 4. (4 Punkte) Zusatz: Zeige, dass

u(x, t) :=

∞∑
k=0

g(k)(t)

(2k)!
x2k

mit g(k) = dkg
dtk

und

g(t) =

{
e−

1
tα t > 0,

0 t ≤ 0

für α > 1 und u ≡ 0 Lösungen des Anfangswertproblems{
u̇ = ∆u in R× (0,∞),

u(·, 0) = 0 in R

sind.

Aufgabe 5. (4 Punkte) Sei u ∈ C2(Rn × (−∞,∞)) eine Lösung von

(1) utt = aijuij + biui + du in Rn × (−∞,∞)

mit
1

λ
δij 4 aij für ein 0 < λ ∈ R.

Seien die Koeffizienten aij , bi, d und ihre ersten Ableitungen (bezuglich x und t) gleichmäßig beschränkt.

Zeige, dass die Differentialgleichung (1) endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzt, dass heißt, dass es
V > 0 mit u(·, 0) ≡ 0 in BV t0(x0) impliziert u(x0, t0) = 0 für alle (x0, t0) ∈ Rn × (0,∞) gibt.
Hinweis: Betrachte

e(t) =
1

2

ˆ

Bγ(t0−t)(x0)

e−µt
[
u2t + aijuiuj + κu2

]
für geeignete γ, µ, κ ∈ R.

Aufgabe 6. (2 Punkte) Zusatz: Sei u ∈ C∞(Rn) eine Lösung von ∆u = f . Angenommen u und alle
Ableitungen von u fallen im Unendlichen schnell genug ab, um partiell integrieren zu können.

(i) Vereinfache ˆ
Rn
|D2u|2 − (∆u)2.

(ii) Folgere, dass ∥∥D2u
∥∥
L2(Rn) ≤ ‖f‖L2(Rn)

gilt.
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