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Aufgabe 4.1 (Die reellen Zahlen) (2 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen über die reellen Zahlen:

(i) Für alle x ∈ R mit x ≥ 0 gibt es N ∈ N, sodass N ≤ x < N + 1 gilt.
(ii) Seien x, y ∈ R mit x < y + ε für beliebige ε > 0. Dann gilt x ≤ y.

Aufgabe 4.2 (Ungleichungen und Induktion) (4+1 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:

(i) Für alle x, y ∈ R gilt 2xy ≤ x2 + y2.
(ii) Für alle x, y ∈ R und alle ε ∈ R mit ε 6= 0 gilt 2xy ≤ ε2x2 + y2/ε2.
(iii) Für alle x ∈ R mit x ≥ 0 gilt 1 + x3 ≥ x + x2.

(iii) Sei n ∈ N beliebig. Für alle (x1, . . . , xn) ∈ Rn gilt
(∑n

i=1 x
i
)2 ≤ n

∑n
i=1(xi)2.

(iv) Für jedes n ∈ N und jedes x ≥ −1 gilt (1 + x)n ≥ 1 + nx.

Aufgabe 4.3 (Partielle Ordnung) (6 Punkte)

Sei X eine Menge. Wir definieren eine Relation ‘≤’ auf P(X) durch

A ≤ B :⇐⇒ A ⊂ B .

(i) Zeigen Sie, dass ≤ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Solche Relatio-
nen heißen partielle Ordnungen.

(ii) Sei A ⊂ P(X). Eine Menge B ∈ P(X) für die A ≤ B für alle A ∈ A gilt,
heißt eine obere Schranke von A. B heißt eine kleinste obere Schranke von A,
falls B eine obere Schranke von A ist und B ≤ C für jede obere Schranke C
von A gilt. Zeigen Sie, dass eine kleinste obere Schranke für A existiert und
eindeutig bestimmt ist. Diese Menge bezeichnen wir supA.

(iii) Definieren Sie analog zur supA die größte untere Schranke von A, inf A.
Zeigen Sie, dass auch inf A existiert und eindeutig bestimmt ist.

(iv) Finden Sie eine Menge X, sodass P(X) (mit der oben definierten partiellen
Ordnung ≤) nicht total geordnet ist, d. h. es gibt Mengen A,B ∈ P(X), sodass
weder A ≤ B noch B ≤ A gilt.

Aufgabe 4.4 (Infimum und Supremum) (4 Punkte)

Sei A eine nichtleere, nach unten beschränkte Teilmenge von R. Man definiert

B :=
{
b ∈ R : b ist eine untere Schranke für A

}
.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) supB = inf A.
(ii) Jede nichtleere, nach unten beschränkte Teilmenge von R hat eine größte

untere Schranke in R.
(iii) inf

{
1/n : n ∈ N \ {0}

}
= 0.

(iv)
⋂∞

n=1

(
0, 1/n

)
≡
⋂

n∈N\{0}
(
0, 1/n

)
= ∅.


