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Aufgabe 7.1 (Konvergenz und Potenzen) (4 Punkte)

(i) Sei a ∈ R mit |a| < 1. Zeigen Sie, dass an → 0 für n→∞ gilt.
(ii) Sei a ∈ R mit a > 0. Zeigen Sie, dass n

√
a→ 1 für n→∞ gilt.

Aufgabe 7.2 (Konvergenz von Partialsummen und Produkten) (1+4 Punkte)

Sei E ein normierter Raum und sei (an)n∈N eine konvergente Folge mit Limes a.

(i) Zeigen Sie, dass

sk :=
1

k

k∑
n=1

an → a

für k →∞ gilt.
(ii) Beweisen Sie (i) im Spezialfall E = R.

Sei nun (an)n∈N eine konvergente Folge in R mit an > 0 für alle n ∈ N.

(iii) Zeigen Sie, dass auch

pk :=

(
k∏

n=1

an

)1/k

→ a

für k →∞ gilt.
Hinweis: Wir haben den Logarithmus noch nicht behandelt.

Aufgabe 7.3 (Skalarprodukte II ) (4 Punkte)

(i) Für welche Werte α ∈ R ist durch

〈x, y〉 ≡
〈(

x1

x2

)
,

(
y1

y2

)〉
:= x1y1 + αx1y2 + αx2y1 + 4x2y2

ein Skalarprodukt auf R2 definiert?
(ii) Seien a, b ∈ Rn mit a = (ai)1≤i≤n und b = (bi)1≤i≤n. Seien λ1, . . . , λn nicht

negative reelle Zahlen. Beweisen Sie

n∑
i=1

λia
ibi ≤

(
n∑

i=1

λi(a
i)2

)1/2

·

(
n∑

i=1

λi(b
i)2

)1/2

.

Bitte wenden!



Aufgabe 7.4 (Höldersche Ungleichung) (4 Punkte)

(i) Sei
(
a1, . . . , a2

k) ∈ R2k . Zeigen Sie, dass

2k∏
i=1

ai ≤
2k∑
i=1

1

2k
(ai)2

k

gilt.

(ii) Beweisen Sie Theorem 2.14 im Fall p = 2k

n mit k ∈ N \ {0} und n ∈ N mit

0 < n < 2k. Zeigen Sie dazu insbesondere, dass

ab ≤ 1

p
|a|p +

1

q
|b|q

für alle a, b ∈ R und p = 2k

n sowie q = 2k

2k−n gilt.
Hinweis: Da wir die Konvexität der Exponentialfunktion noch nicht benutzen
dürfen, benutzen wir hier stattdessen vollständige Induktion.


