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Abgabe: Bis Freitag 23. Januar 2015, 9:55 Uhr, in die Briefkasten neben F 411.
Bitte verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein eigenes Blatt und schreiben Sie Thren
Namen und Thre Ubungsgruppe auf jedes Blatt.

Aufgabe 10.1 ( Trigonometrische Reihen) (8+2 Punkte)
Die Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktionen sind durch

s " ) s " x2n+1 s " x2n
exp(x) := nZ:O T sin(x) := ngo(—l) @nr 1) und  cos(z) := nzzo(—l) o

definiert.
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(i) Zeigen Sie direkt, dass lim <'> = 0 gilt.

n—oo \ n!
(ii) Zeigen Sie, dass die Reihen exp(x), sin(z) und cos(x) den Konvergenzradius
7 = oo haben.
(iii) Zeigen Sie, dass exp(z) > 1 fiir z > 0 und 0 < exp(z) < 1 fiir z < 0 gelten.
(iv) Zeigen Sie, mit Hilfe der Cauchyschen Produktformel, dass
(cosz)? + (sinz)? =1
fiir alle z € R gilt.
Hinweis: Sie diirfen die Identitit Y, (—=1)* (') = 0 verwenden.
(v) Folgern Sie, dass |sinz| <1 und |cosz| <1 fiir alle € R gelten.
(vi) Beweisen Sie, z.B. mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, die folgenden Iden-
titaten:

sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny und cos(x +y) = coszcosy —sinzsiny.

Aufgabe 10.2 (Die Supremumsnorm,) (8 Punkte)

Sei A eine Menge und Abb(A;R) der Vektorraum aller Abbildungen f : A — R mit
punktweise definierter Addition und Skalarmultiplikation. Wir definieren

L*(A) = {f € Abb(A;R) : sup |f(z)| < oo} .
€A
(i) Zeigen Sie, dass L*°(A) ein Unterraum von Abb(A;R) ist.
(ii) Zeigen Sie, dass (L>(A), || - ||z (a)) mit
£l Lo (ay = sup |f()]
€A

ein Banachraum ist. 2
(iii) Berechnen Sie ||f||f(a) fiir f: R — R mit f(z) :=2—e™* . Gibt esz € R
mit f(z) = |||z (a)?

Bitte wenden!



(iv) Wir definieren fiir y € R Funktionen f, : R — R durch

£o(@) = {1 firz >y

eV firx<y.

Sei R > 0. Zeigen Sie, dass ny\[,R’R
|| fyllLoe(m) = 1 fiir alle y € R gelten.

]HLW([—R,R]) — 0 firy — oo und

Aufgabe 10.3 (Geschachtelte (P-Rdaume) (4 Punkte)
Seien 1 < p < ¢ < o0.
(i) Zeigen Sie, dass
P(N) C t9(N)
gilt.
(ii) Zeigen oder widerlegen Sie, dass es eine Konstante ¢ € R mit
Zller ) < € [|2]lea)
fir alle x = (xi)ieN € (P(N) N ¢1(N) gibt.
(iii) Zeigen oder widerlegen Sie, dass es eine Konstante C' € R mit
lllesmy < C - [|®]|er ()
fiir alle z = (wi)ieN € P(N) N ¢9(N) gibt.
(iv) Beantworten Sie fiir alle giiltigen Ungleichungen von oben: Was ist die opti-
male, d. h. minimale, Konstante, so dass die Ungleichung gilt?

Hinweis: Sie konnen fir den Spezialfall p,q € {1,2,00} bereits 3 Punkte erhalten.



