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Aufgabe 12.1 (Stetige Funktionen) (4 Punkte)

Betrachten Sie die durch

f : R → R≥1
x 7→ x2 + 1

und
g : R≥1 → R

x 7→
√
x− 1

definierte Funktionen.

(i) Zeigen Sie, dass f und g stetig sind.
(ii) Welche der Funktionen f und g sind gleichmäßig stetig?
(iii) Ist g ◦ f stetig? Ist g ◦ f gleichmäßig stetig?

Aufgabe 12.2 (Eigenschaften von Funktionen) (5+3+2 Punkte)

(a) Sei f : R → R eine Funktion. Beschreiben Sie in Worten, ggf. unter Ver-
wendung unserer bisherigen Definitionen, was die folgenden Aussagen bedeuten
(ohne die Quantoren nur in Worten auszuschreiben) und geben Sie jeweils (ohne
Beweis) ein Beispiel an, das möglichst wenige der anderen Aussagen ebenfalls
erfüllt.

(i) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R
|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(ii) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R
|x− x0| > δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(iii) ∃
x0∈R

∃
ε>0

∀
δ>0

∃
x∈R
|x− x0| < δ ∧ |f(x)− f(x0)| > ε

(iv) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

(v) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

|f(x)− f(y)| < δ
ε

(vi) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R

x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(vii) ∀
x0∈R

∃
ε>0

∀
δ>0

∃
x∈R
|x− x0| < δ ∧ |f(x)− f(x0)| > ε

(viii) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

min{|x|, |y|} > δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

(b) Zeigen Sie für zwei der von Ihnen angegebenen Funktionen, dass diese die be-
haupteten Eigenschaften besitzen.

Aufgabe 12.3 (Eigenschaften von Funktionen) (4 Punkte)

Zeigen Sie sämtliche in der Definition der Stetigkeit (Definition 3.25 (i) und (ii))

behaupteten Äquivalenzen, die wir nicht in Theorem 3.27 gezeigt haben.

Bitte wenden!



Aufgabe 12.4 (Inneres, Abschluss und Rand einer Menge) (3+1 Punkte)

(i) Beweisen Sie die Aussagen der Beispiele 3.13 (i)–(iii).
(iv) Sei E := (0, 2] ⊂ R. Zeigen Sie, dass (1, 2] ⊂ E offen und (0, 1] abgeschlossen

sind.
Hinweis: Benutzen Sie die von R induzierte Topologie oder Metrik.


