Universitdt Konstanz i
Fachbereich Mathematik und Statistik Universitit i:ﬁ =
O. Schniirer, M. Langford Konstanz
Wintersemester 2014/15 NI

Ubungen zur Vorlesung Analysis I

Blatt 12

Abgabe: Bis Freitag 6. Februar 2015, 9:55 Uhr, in die Briefkésten neben F 411.
Bitte verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein eigenes Blatt und schreiben Sie Ihren
Namen und Thre Ubungsgruppe auf jedes Blatt.

Aufgabe 12.1 (Stetige Funktionen) (4 Punkte)
Betrachten Sie die durch

f*R — Ry g:R> — R
x = 241 T z—1

definierte Funktionen.

(i) Zeigen Sie, dass f und g stetig sind.

(ii) Welche der Funktionen f und g sind gleichméBig stetig?
(iii) Ist g o f stetig? Ist g o f gleichm#Big stetig?

Lésung. (i) — Betrachte erst die Funktion f: Sei zo € R fest und z € R beliebig.
Beachte, dass

f(z) = f(z0)| = |2* — 5|
= |& — zo|z + o
= |z — mo||x — x0 + 20|
< J& = o|(Jz — o| + 2[o]) -
Sei |z — xo| < d, dann gilt
|£(@) = f(@o)| < 6%+ 200

Sei nun £ > 0 beliebig. Wir wollen § > 0 so wihlen, dass |f(z) — f(z0)| < € fiir alle
z € R mit |z — zo| < §. Eine mogliche Auswahl ist

_ L e ¢
80 =6(g, |zo]) == rnln{\/g7 74|x0|} ,

da in diesem Fall gilt
(@) = f(w)| < 8* +28lao| < S+ =
— Betrachte nun die Funktion g: Sei zop € R und z € R beliebig. Beachte, dass
[f(2) = fzo)l = Wa — 1V — 1.

Wir wissen (aus Aufgabe 9.1), dass d(z,y) := /|x — y| eine Metrik definiert, so dass
(wegen der Umgekehrten Dreiecksungleichung) es

Wz -yl < vz —y
fiir alle z, y € R gilt. Wir folgern
|f(z) = f(zo)| < V& —1—(x0 = 1) = [V& —xo|.
Fiir z € R mit |z — zo| < 6 folgt

|f (@) = fzo)| < V5.



(ii)

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wir wollen § > 0 so wihlen, dass |f(z) — f(zo)| < € fiir alle
x € R mit |z — 20| < 6. In diesem Fall wiihlen wir einfach § = §(¢) := €2, so dass

|f(z) = f(xo)| < Vi=¢.

— Da § im zweiten Fall nicht von z¢ abhéngt, ist die Funktion g gleichméfig stetig.
— Dies gilt fiir f nicht: Sei e > 0, d > 0, zg > 0 und sei = := zo + J. Wir wollen
ZTo = 20(d) so grof machen, dass |f(z) — f(xzo)| > . Beachte, dass

F(@) = F(@o)] = 2" — @3] = & — zollz + w0l = 8[2z0 + 8] > 20]o] .
Sei g > %, dann gilt
|f(z) — f(xo)| > 1.

Wir haben gezeigt, dass es fiir jedes § > 0 ein Paar z, 2o € R mit |z — 20| < § und
|f(x) — f(zo)| > 1 existiert. Dies widerspricht die gleichméflige Stetigkeit.

(iii) f o g ist gleichmiBig stetig: Sei € > 0 beliebig und sei ¢ := e. Dann gilt

|z — 0| <6 = |fog(z)— fog(mo)|=|r—z0| <d=¢

fiir alle x, o € R.
O

Aufgabe 12.2 (Figenschaften von Funktionen) (5+3+2 Punkte)

(a)

(
(b)

Los

Sei f : R — R eine Funktion. Beschreiben Sie in Worten, ggf. unter Verwendung
unserer bisherigen Definitionen, was die folgenden Aussagen bedeuten (ohne die
Quantoren nur in Worten auszuschreiben) und geben Sie jeweils (ohne Beweis)
ein Beispiel an, das moglichst wenige der anderen Aussagen ebenfalls erfiillt.

@) onE]R szo sgo sz [w o] <0 = |f(z) = flao)l <=

() Y, ¥ 3, Y =l >8 = /@)~ feo) <e

(iii) l_ﬁeR sgo 620 ng |z — x| <O NA|f(x) = flzo)] > €

(v) ¥, 3 ¥ le—yl <o = |f@) = f) <

(v) ¥ 3 YV |f(x) - fly)l <?®

e>0 >0 z,yeR

(vi) xOVeR E‘ZO 520 IZ’R xo<xz<wz+0 = |f(x)— flzo)| <e

(vii) onE]R eéo 6!0 QER |z — x| <O NA|f(x) = flro)] >

vil) ¥ 3 v minlal,yl} > 6 — |f() - f)] <

Zeigen Sie fiir zwei der von Thnen angegebenen Funktionen, dass diese die be-

haupteten Eigenschaften besitzen.

ung. (a) (1) f ist stetig. Z.B. f(z) = 27, z, 2°, sinz, %, ﬁ,
(ii) f ist konstant: Sei e > 0, z1, 2 € R. Es gibt 6 = (e, 1, z2) > 0, so dass

[f(x2) = fz1)] = [f(2) — f(2) + f(2) — f(21)]

< [f(w2) = f(@)] +[f(2) = f(a1)]
<S4i-¢
2 2

fiir alle z € R mit min{|z2 — x|, |x1 — |} > J. Da solche z existieren (nehme z.B.
—z = |z| + |z2| +0) gilt f(z1) = f(2).



(iii) f ist nicht stetig. Z.B.

1 firxz>0
f(x)_{o firz >0,
_J1 firzeQ

f(m)'{o firz e R\ Q,....

(iv) f ist gleichmiBig stetig. Z.B. f(x) = 27, =, /||, ﬁ, sinz, ....
(v) [ ist beschrinkt. Z.B. f(z) = 27, 137, sinz, ...
(vi) f ist ,rechseitig stetig“(beachte, dass ,rechseitig stetig“+ ,linkseitig stetig“=

stetig). Z.B.
1 flirx>0
J(@) = {O firz < 0.

(vii) f ist ,nirgendwo stetig“(fiir alle z € R ist f nicht stetig im Punkt z). Z. B.

_J1 firzeQ
f(x)'{o fir s €R\Q,....

(viii) f besitzt einen Grenzwert fiir ¢ — oo (Der Limes lim,_,+oo f(z) existiert). Z. B.

flx) =27, 1_‘_%7
(i) Wir betrachten f(z) = x2. Stetigkeit haben wir in der Aufgabe 12.1 (i) gezeigt.
(ii) Wir betrachten f(z) = 27. Seie > 0 und § > 0 beliebig. Dann gilt | f(z)— f(y)| =
|27 — 27| =0 < e.
(iii) f ist nicht stetig. Wir betrachten

f@) = {1 fiir = > 0

0 firxz<0.

Sei zp := 0 und z := xo — 6/2 (fiir § > 0 beliebig). Dann gilt |z — zo| < 6 und
F(2) — f(zo)| > 1.
(iv) Wir betrachten f(z) = y/z. GleichmiBige Stetigkeit haben wir in der Aufgabe
12.1 (i) gezeigt.
(v) Wir betrachten f(z) := sinz. Wir haben in der Aufgabe 10.1 (iv) gezeigt, dass
|sinz| < 1.
(vi) Wir betrachten

1 firx>0
f(@) = {0 firz > 0.

Da f stetig in allen Punkten x¢ # 0 ist, betrachten wir nur zog = 0. Sei € > 0
und ¢ := 1 und betrachte z € R mit 0 < z < § = 1. Dann gilt |f(z) — f(0)| =
|1 —1| =0 < 1. Somit ist f ,rechtseitig stetig®.
(vii) Wir betrachten
Fla) = {1 ftlra:EQ
0 firzeR\Q.

Nehme an, dass f in irgendeinem Punkt zo € R\ Q stetig ist. D. h. fiir allee > 0
gibt es ein § > 0, so dass |z — zo| < § = |f(z) — f(xo)| < e. Insbesondere
diirfen wir ¢ = 1/2 nehmen. Aber, da Q dicht in R ist, gibt es fiir jedes 6 > 0
ein ¢ € Q mit |zo — x| < 0. Es folgt |f(z) — f(zo)] = |1 —0] =1 > ¢, ein
Widerspruch. Wenn z¢ € Q ist, gehen wir &hnlich vor.

(viii) Wir betrachten f(z) := ﬁ Sei € > 0. Dann fiir |z| > \/g gilt 1+2°>1 so0

dass | -5 — 0| < . Somit besitzt f den Limes 0 fiir |z| — co.
14z O



Aufgabe 12.3 (Eigenschaften von Funktionen) (4 Punkte)

Zeigen Sie samtliche in der Definition der Stetigkeit (Definition 3.25 (i) und (ii))
behaupteten Aquivalenzen, die wir nicht in Theorem 3.27 gezeigt haben.

Lésung. (i) Seien (F,dg), (F,dr) metrische Rdume. Eine Abbildung f : E — F heift
e-0-stetig im Punkt zo € E, falls

Yo 53 LY, de(zm) <6 = dr(f(2), f(w0)) <e.

Beachte, dass

(ds(@,20) <6 = dr(f(2), f(w0)) < &) = (= € Bslwo) = () € B-(f(x0)))
> f(Bs(z0)) C Be(f(20)) -
D.h. eine Abbildung f : E — F ist e-0-stetig im Punkt zo € F genau dann, wenn
vV 3V f(Bs(zo)) C Be(f(z0))-

e>0 6>0 ze€E

(ii) Die Abbildung f heifit als topologische Abbildung stetig im Punkt z¢ € E, falls
fo)ycv.

v 3
Veu(f(xzo)) UeU(xzo)
Beachte, dass

JO)CV = ¥ fweV

S UCf (V)i={z€E: fz)eV}.
Anderseits gilt

3 UCW<=Wel(z),
Uel(x)

da

UelUz)<— I =zeOCU.
O offen

Wir folgern, dass die Abbildung f genau dann als topologische Abbildung stetig im
Punkt zo € F ist, wenn
v “H(V) € U(o).
veuttwon? (V) €U@)
O

Aufgabe 12.4 (Inneres, Abschluss und Rand einer Menge) (3+1 Punkte)

(i) Beweisen Sie die Aussagen der Beispiele 3.13 (i)—(iii).
(iv) Sei E := (0,2] C R. Zeigen Sie, dass (1,2] C E offen und (0, 1] abgeschlossen
sind.
Hinweis: Benutzen Sie die von R induzierte Topologie oder Metrik.

Losung. (i) Betrachte die Menge A := [a,b) aus Beispiel 3.13 (i). Aus Propositionen
3.9 und 3.11 folgern wir

(a,b) = U(a—|—5,b—e) Cint(A) CACAC ﬂ[a—a,b+s] = [a, b].
e>0 e>0
Da (a,b) C Int(A) C A = (a,b] gilt Int(A) = (a,b) (da int(A) offen ist). Da (a,b] C
A C [a,b] gilt A = [a,b] (da A abgeschlossen ist). Somit gilt auch 9A = A\ int(A4) =
{a,b}.
(ii) Betrachte die Menge A := B, (z0)U{a} C R” mit |a — mo| > r aus Beispiel 3.13 (ii).
Aus Proposition 3.12 folgern wir
A := By(z0) U{a} = B.(x0) U {a} = B,(z0) U{a}.
Aus Proposition 3.9 folgern wir By(zo) C int(A) C A = By(zo) U {a}. Sei y
int(A) \ Br(zo). Dann gibt es € > 0 mit ¢ << |zg —a| —r und B:(y) N A = B:(y
Anderseits gilt B:(a) N A = {a}, so dass y # a. Dies widerspricht int(A4) \




{a} und wir folgern int(A) \ Br(zo) = 0. Wir schlieBen intA = B,(zo) und folgern
A=A\ A=S,(z0)U{a}.

(iii) Sei E ein beliebiger metrischer Raum und A C E.
— Betrachte zuerst

OA =7\ int(A)

= ANCint(A)
= AnNCint(CCA)
=AnNCA. (Prop 3.12)
Da A beliebig war, gilt auch (nehme A — CA)
aCA =CANCCA
=CAn4
=0A.

— Betrachte nun
A= (A\ int(A)) Uint(A) = d AUint(A).
— Betrachte schliellich
E=AUCA
= (int(A)UoA)UCA
= (int(A) UdA) U (int(CA)) (Prop 3.12)
=int(A)UJAUint(CA).

(iv) Sei O := {ONE : O € Or} die induzierte Topologie fiir E. Dann gilt (1,2] =
EN(1,100) € Op und ((0,1] = E\ (0,1] = (1,2]. Die Behauptungen folgen.
O



