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Aufgabe 12.1 (Stetige Funktionen) (4 Punkte)

Betrachten Sie die durch

f : R → R≥1
x 7→ x2 + 1

und
g : R≥1 → R

x 7→
√
x− 1

definierte Funktionen.

(i) Zeigen Sie, dass f und g stetig sind.
(ii) Welche der Funktionen f und g sind gleichmäßig stetig?
(iii) Ist g ◦ f stetig? Ist g ◦ f gleichmäßig stetig?

Lösung. (i) – Betrachte erst die Funktion f : Sei x0 ∈ R fest und x ∈ R beliebig.
Beachte, dass

|f(x)− f(x0)| = |x2 − x2
0|

= |x− x0||x+ x0|
= |x− x0||x− x0 + 2x0|
≤ |x− x0|(|x− x0|+ 2|x0|) .

Sei |x− x0| < δ, dann gilt

|f(x)− f(x0)| ≤ δ2 + 2δ|x0| .

Sei nun ε > 0 beliebig. Wir wollen δ > 0 so wählen, dass |f(x)− f(x0)| < ε für alle
x ∈ R mit |x− x0| < δ. Eine mögliche Auswahl ist

δ ≡ δ(ε, |x0|) := min

{√
ε

2
,

ε

4|x0|

}
,

da in diesem Fall gilt

|f(x)− f(x0)| ≤ δ2 + 2δ|x0| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε .

– Betrachte nun die Funktion g: Sei x0 ∈ R und x ∈ R beliebig. Beachte, dass

|f(x)− f(x0)| = |
√
x− 1−

√
x0 − 1| .

Wir wissen (aus Aufgabe 9.1), dass d(x, y) :=
√
|x− y| eine Metrik definiert, so dass

(wegen der Umgekehrten Dreiecksungleichung) es

|
√
x−√y| ≤

√
x− y

für alle x, y ∈ R gilt. Wir folgern

|f(x)− f(x0)| ≤ |
√
x− 1− (x0 − 1)| = |

√
x− x0| .

Für x ∈ R mit |x− x0| < δ folgt

|f(x)− f(x0)| ≤
√
δ .



Sei nun ε > 0 beliebig. Wir wollen δ > 0 so wählen, dass |f(x)− f(x0)| < ε für alle
x ∈ R mit |x− x0| < δ. In diesem Fall wählen wir einfach δ ≡ δ(ε) := ε2, so dass

|f(x)− f(x0)| ≤
√
δ = ε .

(ii) – Da δ im zweiten Fall nicht von x0 abhängt, ist die Funktion g gleichmäßig stetig.
– Dies gilt für f nicht: Sei ε > 0, δ > 0, x0 > 0 und sei x := x0 + δ. Wir wollen
x0 ≡ x0(δ) so groß machen, dass |f(x)− f(x0)| > ε. Beachte, dass

|f(x)− f(x0)| = |x2 − x2
0| = |x− x0||x+ x0| = δ|2x0 + δ| > 2δ|x0| .

Sei x0 >
1
2δ

, dann gilt

|f(x)− f(x0)| > 1 .

Wir haben gezeigt, dass es für jedes δ > 0 ein Paar x, x0 ∈ R mit |x− x0| < δ und
|f(x)− f(x0)| > 1 existiert. Dies widerspricht die gleichmäßige Stetigkeit.

(iii) f ◦ g ist gleichmäßig stetig: Sei ε > 0 beliebig und sei δ := ε. Dann gilt

|x− x0| < δ =⇒ |f ◦ g(x)− f ◦ g(x0)| = |x− x0| < δ = ε

für alle x, x0 ∈ R.
�

Aufgabe 12.2 (Eigenschaften von Funktionen) (5+3+2 Punkte)

(a) Sei f : R→ R eine Funktion. Beschreiben Sie in Worten, ggf. unter Verwendung
unserer bisherigen Definitionen, was die folgenden Aussagen bedeuten (ohne die
Quantoren nur in Worten auszuschreiben) und geben Sie jeweils (ohne Beweis)
ein Beispiel an, das möglichst wenige der anderen Aussagen ebenfalls erfüllt.

(i) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R
|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(ii) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R
|x− x0| > δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(iii) ∃
x0∈R

∃
ε>0

∀
δ>0

∃
x∈R
|x− x0| < δ ∧ |f(x)− f(x0)| > ε

(iv) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

(v) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

|f(x)− f(y)| < δ
ε

(vi) ∀
x0∈R

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈R

x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(vii) ∀
x0∈R

∃
ε>0

∀
δ>0

∃
x∈R
|x− x0| < δ ∧ |f(x)− f(x0)| > ε

(viii) ∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x,y∈R

min{|x|, |y|} > δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

(b) Zeigen Sie für zwei der von Ihnen angegebenen Funktionen, dass diese die be-
haupteten Eigenschaften besitzen.

Lösung. (a) (i) f ist stetig. Z.B. f(x) = 27, x, x2, sinx, ex, 1
1+x2

, . . . .

(ii) f ist konstant: Sei ε > 0, x1, x2 ∈ R. Es gibt δ ≡ δ(ε, x1, x2) > 0, so dass

|f(x2)− f(x1)| = |f(x2)− f(x) + f(x)− f(x1)|
≤ |f(x2)− f(x)|+ |f(x)− f(x1)|

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

für alle x ∈ R mit min{|x2−x|, |x1−x|} > δ. Da solche x existieren (nehme z.B.
−x := |x1|+ |x2|+ δ) gilt f(x1) = f(x2).



(iii) f ist nicht stetig. Z.B.

f(x) :=

{
1 für x ≥ 0

0 für x > 0 ,

f(x) :=

{
1 für x ∈ Q
0 für x ∈ R \Q , . . . .

(iv) f ist gleichmäßig stetig. Z.B. f(x) = 27, x,
√
|x|, 1

1+x2
, sinx, . . . .

(v) f ist beschränkt. Z.B. f(x) = 27, 1
1+x2

, sinx, . . . .

(vi) f ist
”
rechseitig stetig“(beachte, dass

”
rechseitig stetig“+

”
linkseitig stetig“=

stetig). Z.B.

f(x) :=

{
1 für x ≥ 0

0 für x < 0 .

(vii) f ist
”
nirgendwo stetig“(für alle x ∈ R ist f nicht stetig im Punkt x). Z. B.

f(x) :=

{
1 für x ∈ Q
0 für x ∈ R \Q , . . . .

(viii) f besitzt einen Grenzwert für x→∞ (Der Limes limx→±∞ f(x) existiert). Z. B.
f(x) = 27, 1

1+x2
, . . . .

(b) (i) Wir betrachten f(x) = x2. Stetigkeit haben wir in der Aufgabe 12.1 (i) gezeigt.
(ii) Wir betrachten f(x) ≡ 27. Sei ε > 0 und δ > 0 beliebig. Dann gilt |f(x)−f(y)| =
|27− 27| = 0 < ε.

(iii) f ist nicht stetig. Wir betrachten

f(x) :=

{
1 für x ≥ 0

0 für x < 0 .

Sei x0 := 0 und x := x0 − δ/2 (für δ > 0 beliebig). Dann gilt |x − x0| < δ und
|f(x)− f(x0)| ≥ 1.

(iv) Wir betrachten f(x) =
√
x. Gleichmäßige Stetigkeit haben wir in der Aufgabe

12.1 (i) gezeigt.
(v) Wir betrachten f(x) := sinx. Wir haben in der Aufgabe 10.1 (iv) gezeigt, dass
| sinx| ≤ 1.

(vi) Wir betrachten

f(x) :=

{
1 für x ≥ 0

0 für x > 0 .

Da f stetig in allen Punkten x0 6= 0 ist, betrachten wir nur x0 = 0. Sei ε > 0
und δ := 1 und betrachte x ∈ R mit 0 < x < δ = 1. Dann gilt |f(x) − f(0)| =
|1− 1| = 0 < 1. Somit ist f

”
rechtseitig stetig“.

(vii) Wir betrachten

f(x) :=

{
1 für x ∈ Q
0 für x ∈ R \Q .

Nehme an, dass f in irgendeinem Punkt x0 ∈ R\Q stetig ist. D. h. für alle ε > 0
gibt es ein δ > 0, so dass |x − x0| < δ =⇒ |f(x) − f(x0)| < ε. Insbesondere
dürfen wir ε = 1/2 nehmen. Aber, da Q dicht in R ist, gibt es für jedes δ > 0
ein x ∈ Q mit |x0 − x| < δ. Es folgt |f(x) − f(x0)| = |1 − 0| = 1 > ε, ein
Widerspruch. Wenn x0 ∈ Q ist, gehen wir ähnlich vor.

(viii) Wir betrachten f(x) := 1
1+x2

. Sei ε > 0. Dann für |x| >
√

1
ε

gilt 1 + x2 > 1
ε
, so

dass | 1
1+x2

− 0| < ε. Somit besitzt f den Limes 0 für |x| → ∞.
�



Aufgabe 12.3 (Eigenschaften von Funktionen) (4 Punkte)

Zeigen Sie sämtliche in der Definition der Stetigkeit (Definition 3.25 (i) und (ii))
behaupteten Äquivalenzen, die wir nicht in Theorem 3.27 gezeigt haben.

Lösung. (i) Seien (E, dE), (F, dF ) metrische Räume. Eine Abbildung f : E → F heißt
ε-δ-stetig im Punkt x0 ∈ E, falls

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈E

dE(x, x0) < δ =⇒ dF (f(x), f(x0)) < ε .

Beachte, dass(
dE(x, x0) < δ =⇒ dF (f(x), f(x0)) < ε

)
⇐⇒

(
x ∈ Bδ(x0) =⇒ f(x) ∈ Bε(f(x0))

)
⇐⇒ f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)) .

D. h. eine Abbildung f : E → F ist ε-δ-stetig im Punkt x0 ∈ E genau dann, wenn

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈E

f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)) .

(ii) Die Abbildung f heißt als topologische Abbildung stetig im Punkt x0 ∈ E, falls

∀
V ∈U(f(x0))

∃
U∈U(x0)

f(U) ⊂ V .

Beachte, dass

f(U) ⊂ V ⇐⇒ ∀
u∈U

f(u) ∈ V

⇐⇒ U ⊂ f−1(V ) := {z ∈ E : f(z) ∈ V } .

Anderseits gilt

∃
U∈U(x)

U ⊂W ⇐⇒W ∈ U(x) ,

da

U ∈ U(x)⇐⇒ ∃
O offen

x ∈ O ⊂ U .

Wir folgern, dass die Abbildung f genau dann als topologische Abbildung stetig im
Punkt x0 ∈ E ist, wenn

∀
V ∈U(f(x0))

f−1(V ) ∈ U(x0) .

�

Aufgabe 12.4 (Inneres, Abschluss und Rand einer Menge) (3+1 Punkte)

(i) Beweisen Sie die Aussagen der Beispiele 3.13 (i)–(iii).
(iv) Sei E := (0, 2] ⊂ R. Zeigen Sie, dass (1, 2] ⊂ E offen und (0, 1] abgeschlossen

sind.
Hinweis: Benutzen Sie die von R induzierte Topologie oder Metrik.

Lösung. (i) Betrachte die Menge A := [a, b) aus Beispiel 3.13 (i). Aus Propositionen
3.9 und 3.11 folgern wir

(a, b) =
⋃
ε>0

(a+ ε, b− ε) ⊂ int(A) ⊂ A ⊂ A ⊂
⋂
ε>0

[a− ε, b+ ε] = [a, b] .

Da (a, b) ⊂ Int(A) ⊂ A = (a, b] gilt Int(A) = (a, b) (da int(A) offen ist). Da (a, b] ⊂
A ⊂ [a, b] gilt A = [a, b] (da A abgeschlossen ist). Somit gilt auch ∂A = A \ int(A) =
{a, b}.

(ii) Betrachte die Menge A := Br(x0)∪̇{a} ⊂ Rn mit |a− x0| > r aus Beispiel 3.13 (ii).
Aus Proposition 3.12 folgern wir

A := Br(x0) ∪ {a} = Br(x0) ∪ {a} = Br(x0) ∪ {a} .

Aus Proposition 3.9 folgern wir Br(x0) ⊂ int(A) ⊂ A = Br(x0) ∪ {a}. Sei y ∈
int(A) \ Br(x0). Dann gibt es ε > 0 mit ε << |x0 − a| − r und Bε(y) ∩ A = Bε(y).
Anderseits gilt Bε(a) ∩A = {a}, so dass y 6= a. Dies widerspricht int(A) \Br(x0) =



{a} und wir folgern int(A) \ Br(x0) = ∅. Wir schließen intA = Br(x0) und folgern

∂ A = A \ A = Sr(x0) ∪ {a}.
(iii) Sei E ein beliebiger metrischer Raum und A ⊂ E.

– Betrachte zuerst

∂A = A \ int(A)

= A ∩ { int(A)

= A ∩ { int({{A)

= A ∩ {A . (Prop 3.12)

Da A beliebig war, gilt auch (nehme A→ {A)

∂{A = {A ∩ {{A

= {A ∩A
= ∂A .

– Betrachte nun

A =
(
A \ int(A)

)
∪̇ int(A) = ∂ A∪̇ int(A) .

– Betrachte schließlich

E = A ∪̇ {A

= ( int(A) ∪̇ ∂A) ∪̇ {A
= ( int(A) ∪̇ ∂A) ∪̇ (int({A)) (Prop 3.12)

= int(A) ∪̇ ∂A ∪̇ int({A) .

(iv) Sei OE := {O ∩ E : O ∈ OR} die induzierte Topologie für E. Dann gilt (1, 2] =
E ∩ (1, 100) ∈ OE und {(0, 1] = E \ (0, 1] = (1, 2]. Die Behauptungen folgen.
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