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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II (B2)

Losungen zu Blatt 13

Aufgabe 1

(a) Wir wissen von Aufgabe 4 Blatt 12, dass fiir alle orthonormale Basis B [T*]p = [T} gilt. Damit
lassen sich alle Aquivalenzen leicht zeigen.

(b) Ahnlicher Beweis, aber hier gilt [T*]g = [T%.

Aufgabe 2
Nach dem Spektralsatz besitzt V' eine orthonormale Basis (v1,...,v,), die aus Eigenvektoren von
T besteht. Seien (cy,...,c,) die zugehorigen Eigenwerte.

(a) Sei T positiv. Dann gilt fiir alle i (T'v; | v;) = ¢;(v; | v;) > 0, und da (v; | v;) > 0 muss ¢; > 0
gelten. Umgekehrt sei ¢,...,¢, > 0. Sei x = > | \jv; € V. Es gilt
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= Z)\zj\zcz Z 0
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(b) Genauso wie bei (a)

(c) Sei A := [T](y,,. v, A ist diagonal mit Eintrégen ci,. .., cp, also gilt det(A4) = cicz... ¢, und
daraus folgt die Behauptung.

(d) Es gilt A2 A genau dann, wenn cy, . .., ¢, € {0,1}(weil A% eine Diagonalmatrix mit Eintrigen
2
3, ..., c2 ist)



Aufgabe 3

1. Sei ¢ ein Eigenwert von T', = ein Eigenvektor zu c. Es gilt (c.x | ) = 0, also muss ¢ = 0
gelten. Nach dem Spektralsatz ist T diagonalisierbar. Weil alle Eigenwerte von T' null sind,
muss also T' = 0 gelten.

2. Sei sp(T) := {c1,...,cn}. Nach dem Spektralsatz besitzt T Eigenvektoren vy, ..., vy, die eine

orthonormale Basis von V' bilden.

Fir alle 2 € V gilt [|T2[]> = XL, | (T2 | v) P= 0 ¢ | (2| vi) P<SR2EL | (2] v) [P=
k2] 2.

Aufgabe 4

Sei f =37 a X", a; €R. f(@) =Y wa' =7 aef =0 =0.

Sei « eine Nullstelle von f in C. Falls @ € R gilt X —«a | f in R[X], und X — a # f weil
deg(f) > 2. Wir nehmen an, o ¢ R. Sei g := (X —«)(X —&). Nach (a) gilt g | f und g € R[X].
Zudem gilt f # g weil deg(f) > 2.

Falls deg(f) > 2 ist f reduzibel in R[X] nach (b). Falls deg(f) = 1 ist f offensichtlich irreduzibel.
Falls deg(f) = 2 ist f genau dann reduzibel in R[X], wenn f eine Nullstelle in R besitzt.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte

(a)

a b

d
matrix von 7" in der kanonischen Basis (ej,e2). Es gilt ad — bc = 1 oder —1. Weil T eine
Isometrie ist, und weil die Basis orthonormal ist, muss auch ab + cd = 0 gelten.

Fall det(T") = 1: dann ist ab+cd = 0 und ad —be = 1. Falls ¢ = 0, gilt dann ab = 0 und ad = 1,
woraus b = 0 folgt, also ist M diagonal. Weil T' eine Isometrie ist gilt aber ||Te;|| = [|e1]| = 1,
also muss a = d =1 oder a = d = —1 gelten, also M = Ay oder M = A,;. Wir nehmen jetzt an,
dass ¢ # 0. Es gilt dann ¢ = —%b und ad + % =1, also a(b?®+d?) = d. Es gilt aber ||Tes|| = 1,
also b2 4+ d? = 1, also a = d, woraus auch ¢ = —b folgt. ad — bc = 1 wird dann zu a® + ¢ = 1,
also existiert 6 mit a = cos(f) und b = sin(f). T ist dann die Drehung mit Winkel 6.

Falls det(T') = —1: Der Beweis ist ahnlich, aber hier bekommen wir ad = —1 im Fall ¢ = 0,
also muss a =1 = —d oder d = 1 = —a gelten, also M = A% oder M = A_g; im Fall ¢ #£ 0
bekommen wir a = —d, was b = ¢ impliziert. Hier ist T' eine Spiegelung. Wir zeigen es, indem
wir T diagonalisieren: es gilt Char.Pol(M) = X2 — 1, also sind die Eigenwerte 1 und —1.

[ 1+cos(6) [ 1—cos() . -
Uy = ( sin(6) > und vy = ( sin(0) sind die Eigenvektoren. Bemerke, dass ug und

Weil T' eine Isometrie ist, muss det(7) € {—1,1} gelten. Sei M = die Darstellungs-

vg zueinander orthogonal sind. In der Basis (ug, ug) hat T' die Darstellungsmatrix: ( é _01 >

T ist also die orthogonale Spiegelung an der Gerade span(ug).

Weil deg(Char.Pol(T)) = 3, besitzt Char.Pol(T) eine Nullstelle in R (nach dem Zwischenwert-
satz hat jedes Polynom von ungeradem Grad eine Nullstelle in R), also hat T" einen Eigenwert



c. Sei u ein Eigenvektor zu ¢ und W := span(u). Weil T eine Isometrie ist, ist W+ T-invariant.
T+ kann als Isometrie auf R? aufgefasst werden. Nach (a) gibt es also eine Basis B von W+
M

mit M := [Ty, 1| = Ag oder By, 0 € R. Es gilt dann [T]|gyq,) = < 0

Ay O By 0
[TBuguy = ( 09 . ) oder [T]gyqu} = < 00 - )

Weil T eine Isometrie ist muss ¢ € {—1,1} gelten. Falls ¢ = 1 muss wegen det(7") = 1 auch
det(M) = 1 gelten, woraus M = Ay folgt. T ist dann eine Drehung um die Gerade W mit
Winkel 6.

Wir nehmen an, dass ¢ = —1. Dann muss det(M) = —1 gelten, also M = By fiir ein 6 € R.
Ty, 1 ist also eine Spiegelung an einer Gerade. Sei v ein Vektor dieser Gerade; dann ist v ein
Fixpunkt von T'. Wir kdnnen jetzt u mit v ersetzen, was zum Fall ¢ = 1 zuriickfiihrt.

2 ), also entweder



