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Ubungen zur Vorlesung Algebra B3

Blatt 1

R ist iiberall ein kommutativer Ring mit 1.

Aufgabe 1
(5 Punkte)

a) Sei I < R ein Ideal von R. Die Relation ~ auf R wird dadurch definiert: = ~ y gilt genau dann,
wenn ¢ —y € 1. Zeigen Sie:

(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(ii) die Verkniipfungen (z+1)+ (y+1):=(z+y+I)und (x+1).(y+1I) := (xy)+ I auf R/I
sind wohldefiniert. Dabei bezeichnet = + I die Aquivalenzklasse von .

(iii) (R/I,+,.) ist ein kommutativer Ring mit 1

b) Zeigen Sie, dass jeder endliche Integritatsbereich ein Korper ist.
Hinweis: Fur ein beliebiges a € R betrachten Sie die Menge {a" | n € N}.

Aufgabe 2
(5 Punkte)
Sei ¢ die eulersche Phi-Funktion.

a) Zeigen Sie:
(i) Fiir alle Primzahlen p € N und alle k € N, ¢(p*) = p¥ — pF~1.
(ii) Fiir alle a,b € N mit ggT'(a,b) = 1 gilt ¢(ab) = ¢(a)p(b).
(iii) Fir alle n € N gilt:

¢(m)=n J[ 1--)

pln, p prim p

b) Geben Sie ein Beispiel fir a,b € N mit ¢(ab) # ¢(a)p(b).

Aufgabe 3
(5 Punkte)

a) Seien I, J zwei Ideale von R. Zeigen Sie:

(i) I+J:={a+b|aeclbe J} ist das kleinste Ideal, das I U .J enthilt.
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(i) IJ = {>1<i<paibi | n € Nya; € I,b; € J} ist ein Ideal mit IJ C I N J. Geben Sie ein
Beispiel fiir R, I, J an, so dass IJ # 1N J.

b) Sei Z eine Indexmege und fiir alle i € Z sei I; ein Ideal von R. Zeigen Sie, dass ;7 I; auch ein
Ideal von R ist.

c¢) Finden Sie ein Beispiel fiir R, I1, Is, wobei Iy, I Ideale von R sind, so dass I; U I5 kein Ideal von
R ist.

Aufgabe 4
(5 Punkte)
Sei R ein Ring, I < R ein Ideal von R und ¢ : R — R/I der kanonische Homomorphismus.

a) Sei Rp, die Menge der Unterringe von R, die I enthalten und Rp/; die Menge der Unterringe
von R/I. Zeigen Sie, dass die Abbildung:

Rr1i — Rrr
S = 9(S)

bijektiv und inklusionserhaltend (d.h: S; C Sy = ¢(S1) C ¢(S2) fiir alle Sy, .S2) ist.

b) Sei Zg ; die Menge der Ideale von R, die I enthalten und Zp,; die Menge der Ideale von R/I.
Zeigen Sie, dass die Abbildung:
Irr — ZIryr
J = oelJ)

bijektiv und inklusionserhaltend ist.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte
Ein Element a € R heif3t nilpotent, falls es ein n € N gibt mit a™ = 0. Zeigen Sie: falls a nilpotent
ist, ist 1 + a eine Einheit.
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