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Blatt 13

Aufgabe 1

a) Sei L/K eine endliche Erweiterung und S ⊆ L eine Teilmenge, so dass L = K(S). Zeigen Sie,
dass es eine endliche Teilmenge R von S gibt, so dass L = K(R)

b) Sei L/K eine endliche normale Erweiterung. Zeigen Sie, dass L der Zerfällungskörper einer
endlichen Familie von Polynomen in K[X] ist.

Aufgabe 2
Für diese Aufgabe dürfen Sie ohne Beweis die folgende Behauptung benutzen:
Sei n ∈ N, ζn := e

2iπ
n und k ∈ N. Dann haben ζn und ζk

n genau dann das gleiche Minimalpolynom
über Q, wenn ggT (n, k) = 1.

Sei n ∈ N und f := Xn − 1 ∈ Q[X] und sei K der Zerfällungskörper von f . Zeigen Sie, dass
Gal(K/Q) eine abelsche Gruppe der Ordnung φ(n) ist, wobei φ die eulersche phi-Funktion bezeich-
net. Bestimmen Sie dann den Grad der Erweiterung K/Q.

Aufgabe 3
Sei K := Q(

√
2 +
√

3). Zeigen Sie, dass die Erweiterung K/Q galoissch ist. Bestimmen Sie dann
Gal(K/Q) und geben Sie alle Zwischenkörper der Erweiterung K/Q an.

Aufgabe 4
Sei f = X4 − 3 ∈ Q[X] und K der Zerfällungskörper von f . Bestimmen Sie Gal(K/Q) und finden
Sie alle Zwischenkörper der Erweiterung K/Q.

Zusatzaufgabe für Interessierte
Sei K := Q( 8√2, i). Zeigen Sie:

(a) Gal(K/Q(i)) ∼= C8

(b) Gal(K/Q(
√

2)) ∼= D4

(c) Gal(K/Q(i
√

2)) ∼= Q8, die Quaternionengruppe (siehe Aufgabe 10.4)
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