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Übungen zur Vorlesung Algebra B3

Blatt 2

R ist überall ein kommutativer Ring mit 1.

Aufgabe 1
(4 Punkte)
Sei I C R ein Ideal.

a) Wir definieren durch Induktion: I1 = I und In+1 = IIn. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N In ein
Ideal von R ist und In ⊆ I.

b) Zeigen Sie, dass rad(I) = {a ∈ R | ∃n ∈ N mit an ∈ I} ein Ideal von R ist.

Aufgabe 2
(6 Punkte)

a) Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass jeder K-Vektorraum V mit V 6= {0} eine Basis besitzt.
Beachten Sie, dass die Dimension von K nicht unbedingt endlich ist!

b) Sei S eine multiplikative Teilmenge von R mit 0 /∈ S. Zeigen Sie:

i) Es existiert ein echtes Ideal I C R, das maximal mit der Eigenschaft S ∩ I = ∅ ist.
Achtung: Das bedeutet nicht, dass I ein maximales Ideal ist!

ii) jedes solche Ideal ist prim.

Hinweis: Für a) und b)i) benutzen Sie das Lemma von Zorn.

Aufgabe 3
(4 Punkte)

a) Seien n1, . . . , nk ∈ Z mit ggT (ni, nj) = 1 für alle i 6= j. Seien a1, . . . , ak ∈ Z. Zeigen Sie, dass es
x ∈ Z gibt, so dass für 1 ≤ i ≤ k

x ≡ ai mod ni.

Zeigen Sie, dass x eindeutig mod n1 . . . nk ist.

b) Finden Sie x ∈ Z, so dass:

x ≡ 2 mod 3, x ≡ 4 mod 25, x ≡ 9 mod 14

gilt.
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Aufgabe 4
(6 Punkte)
Ein kommutativer Ring heißt lokal, wenn er genau ein maximales Ideal besitzt.

a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge

R = {a

b
| a, b ∈ Z, b ungerade } ⊆ Q

ein lokaler Unterring von Q ist und dass 2 das maximale Ideal von R erzeugt.

b) Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Zeigen Sie, dass R\m die Menge der Einheiten
von R ist.

c) Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass R genau dann lokal ist, wenn die Teilmenge aller Nichteinheiten
von R ein Ideal ist.

Zusatzaufgabe für Interessierte
(2 Punkte)
Seien I1, . . . , In Primideale von R. Sei J ein Ideal von R, so dass J * Ik für alle k. Zeigen Sie, dass
J *

⋃
1≤k≤n Ik.
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