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Ubungen zur Vorlesung Algebra B3

Blatt 5

Aufgabe 1
(5 Punkte)

a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Ring an, der faktoriell aber kein Hauptidealring ist.

b) In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass, falls R ein faktorieller Ring ist, alle Nichteinheiten
r € R[X]\{0} eine Darstellung als Produkt von irreduzibelen Elementen haben. Zeigen Sie, dass
diese Darstellung eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ist.

Hinweis: Betracthen Sie diese Darstellung in K[X], wobei K =Quot(R).

Aufgabe 2
(4 Punkte)
Sei p € N eine Primzahl und K ein Kérper mit char(K) = p.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle a,b € K,
(a+b)P" =aP" 4 7",
Hinweis: Induktion nach n

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung o : K — K, a — a? ein Homomorphismus ist.

Aufgabe 3
(5 Punkte)

a) Sei K ein Korper und f € K[X] mit deg(f) € {2,3}. Zeigen Sie, dass f genau dann irreduzibel
ist, wenn f keine Nullstelle hat. Geben Sie ein Gegenbeispiel in Q[X] mit deg(f) = 4 an.

b) Erstellen Sie die Liste aller irreduzibelen Polynome vom Grad 3 in Fa[X].

c) Bestimmen Sie, ob folgende Polynome in Fy[X] irreduzibel sind. Falls nicht, geben Sie ihre
Primfaktorzerlegung an:

i) X*+X2+1
i) X4+1
i) X4+ X +1



Aufgabe 4
(6 Punkte)
a) Zeigen Sie mit so wenig Rechenaufwand wie moglich, dass folgende Polynome irreduzibel sind:

i) X5 4+21X*+39X3 — 15X + 15 in Z[X]
i) X3 +5X2 427X + 22 in Z[X]

)
)
iii) X3+ 14X?+7X + 23 in Q[X]
iv) X?+10X7 4+ 55X% — 100X2 + 20 in Q[X]
)
)

—

v) 4X3 4+ 12X? 420 in Q[X]
vi) X2Y2+ X3 - X2 -Y +1in Q[X,Y]

(Hinweis: Betrachten Sie das Polynom in R[X]|, wobei R = Q[Y])

b) Sei f:=4X?%+2. Ist f in Z[X] irreduzibel? Ist es irreduzibel in Q[X]?

Zusatzaufgabe fiir Interessierte

(2 Punkte)

Seien ay,...,a, € Z paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass das Polynom (X —aj)...(X —a,)—1
irreduzibel iiber Z ist.
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