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Blatt 6

Aufgabe 1
(5 Punkte)
Sei f:= X3+ X%?-2X +1¢€Q[X].

a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist.

Sei 6 eine Nullstelle von f in einer Korpererweiterung von Q.
b) Schreiben Sie (62 — 1)~'und 6#° als Linearkombination von 1,8, 6.

c) Zeigen Sie, dass Q(6) = Q(6? — 1).

Aufgabe 2
(5 Punkte)
Sei L/K eine Korpererweiterung.

a) Sei [L : K| = p eine Primzahl. Zeigen Sie: fiir jedes a € L\ K gilt K(«) = L.

b) Sei [L : K] = 2F fiir ein k € N. Sei f € K[X] mit deg(f) = 3, das eine Nullstelle in L hat.
Zeigen Sie, dass f bereits eine Nullstelle in K hat.

Aufgabe 3
(5 Punkte)

a) Finden Sie das Minimalpolynom von /2 + /3 iiber Q.
b) Finden Sie das Minimalpolynom von /2 + /3 iiber Q[v/2].
c) Zeigen Sie, dass Q(v2 + v/3) = Q(v/2, V3).

Aufgabe 4
(5 Punkte)

Sei f € K[X] irreduzibel, n = deg(f) und « eine Nullstelle von f in einer Korpererweiterung von
K

a) Wir nehmen an, dass n ungerade ist. Zeige Sie, dass K (a) = K (a?).



b) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass die Aussage in a) falsch sein kann, wenn n gerade ist.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte

(3 Punkte)

Ein Korper K heifit formal reell, falls —1 keine Summe von Quadraten in K ist.

Sei K ein formal reeller Korper, f € K[X] irreduzibel, a eine Nullstelle von f in einer Korper-
erweiterung von K und L := K(«).

a) Wir nehmen an, dass L nicht formal reell ist. Zeigen Sie, dass es n € Nund h, g1, ..., g, € K[X]
gibt, so dass —1 + hf = 37_; g7 und deg(h) < deg(f).

b) Zeigen Sie: Falls [L : K| ungerade ist, ist L auch formal reell.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass wir f,a wdhlen kénnen, so dass [L : K] nicht formal reell ist,
und wahlen Sie f so, dass deg f minimal ist. Folgern Sie dann aus a) einen Widerspruch.

c) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass die Aussage in b) falsch wird, wenn [L : K] gerade ist.
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