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Ubungen zur Mathematischen Logik

Aufgabe 1: Es sei X € A. Eine Menge S C A heifit ‘X-Tableau-konsistent’,
falls S Fpe X.
(a) Zeige: Die Menge der X-Tableau-konsistenten Mengen ist eine AKE.
(b) Ist S C A X-Tableau-konsistent, so auch S U {—=X}.

Aufgabe 2: Es seien X € Aund S C A. Zeige: Es ist S =p X gdw. S Hp X

Aufgabe 3: Wir betrachten die logische Sprache £g 4 erster Stufe mit Gleichheit
und folgenden weiteren Relationszeichen:

e Wz zx ist weiblich

e Mz x ist ménnlich

e Kzxy y ist Kind von x

e Vzy x und y sind verheiratet

Formalisieren Sie nun die folgenden Aussagen:

a) x ist Schwester von y. (2 Punkte)

b) z ist GroBmutter viterlicherseits von y. (2 Punkte)

¢) z und y sind Halbgeschwister. (2 Punkte)

d) Jeder Onkel hat einen Bruder. (Auch angeheiratete Onkel zéhlen!)
(2 Punkte)

e) Jeder Mensch hat hochstens einen Ehepartner. (2 Punkte)

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: ‘Was wére, wenn...?’

In vielen Kontexten betrachtet man Folgerungen aus bekanntermaflen falschen
Annahmen, etwa bei Aussagen wie ‘Wiire ich eine halbe Stunde fither aufgestan-
den, hitte ich den Bus noch erreicht’ (*). Wir wollen solche Aussagen logisch
analysieren. Dazu fithren wir ein neues Symbol —. ein, wobei wir A —. B le-
sen wollen als ‘Wenn A wahr wére, so wire such B wahr’. Dieser neue Junktor
hat etwas merkiirdige Eigenschaften: Z.B. kann (*) wahr sein, withrend zugleich
‘Wire ich eine halbe Stunde fither aufgestanden und hétte eine Stunde ldnger
gefrithstiickt, hitte ich den Bus noch erreicht’ falsch sein kann. Mehr Annah-
men kénnen also eine Folgerung wieder aufheben! Bei solchen Aussagen scheint
es also darum zu gehen, die Beschreibung der Tatsachen nur gerade soweit zu
dndern, wie notig ist, um A wahr zu machen.

Wir interpretieren —. semantisch daher so: Sei v eine Boolesche Bewertung,
A,B € A'. Dann ist v(A —, B) = w gdw. v/(B) = w fiir alle Booleschen Be-
wertungen v’ mit v/(A) = w und folgender Eigenschaft: Bezeichnet D (v, v) fiir
zwei Boolesche Bewertungen vy, v die Menge der aussagenlogischen Variablen
P mit vo(P) # v1(P), so gilt v"’(A) = f fiir jedes v mit D(v,v") C D(v, V).

1Beachte, dass A wie bisher definiert ist, also insbesondere keine Formeln enthélt, in denen
— vorkommt.



Anschaulich ist also v(A —. B) = w, falls B unter allen Belegungen 1/
gilt, unter denen A wahr ist und die sich dabei ‘so wenig wie mdoglich von v
unterscheiden’.

(a) Es seien A,B € A, v(A) = w. Zeige: Dann ist v(4A —. B) = w genau
dann, wenn v(A — B) = w.

(b) Es seien A, B € A, v(A) = f. Folgt dann, dass v(A —. B) = w?

(c) Es seien A,B,C € A, v(A —. C) = w. Folgt dann auch v((A A B) —.
C)=w?

(d) Zeige: (A — B)V (B — A) ist fiir alle A, B € A eine Tautologie. Ist auch
V((A—.B)V (B —.A)) =w fiur alle A, B € A und jede Boolesche Bewertung
v?

(e) Es sei v(A =, B) = v(B —. C) = w. Folgt dann, dass auch v(A —.
C)=w?

(f) Vergleiche die Ergebnisse aus (a)-(e) mit dem Alltagsverstéindnis von ‘was
wére, wenn’. Gib ggf. Beispiele an, die zeigen, dass die jeweilige Regel intuitiv
plausible oder unplausibel ist.

(g) Falls dir einige der Konsequenzen der oben angegebenen Interpretati-
on von —. nach (f) unplausibel erscheinen — hast du eine Idee, wie man die
Interpretation von —. passend dndern koénnte?

Bei jeder Aufgabe sind, wenn nichts anderes gesagt ist, bis zu 10 Punkte zu
erreichen.
Abgabe am 21.06.2017 vor der Vorlesung in den Briefkasten Ihrer Ubungsgruppe.



