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Aufgabe 12.1. Seien (M, g) und (N, g̃) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und seien π : M ×N → M
und σ : M ×N → N die jeweiligen Projektionen.

(i) Zeige, dass durch

ḡ = π∗g ⊕ σ∗g̃ ≡

�
π∗g 0

0 σ∗g̃

�

eine Riemannsche Metrik auf M ×N definiert ist.

(ii) Bezeichne mit R, R̃, R̄ den Riemannschen Krümmungstensor auf M , N , sowie M × N . Stelle nun R̄
mittels R und R̃ dar.

Aufgabe 12.2. Sei (Hn
R, h) der hyperbolische Raum, wie in Aufgabe 11.4 definiert. Berechne den Riemann-

schen Krümmungstensor Rijkl, die Ricci-Krümmung Rij , die Skalarkrümmung R und die Schnittkrümmun-

gen K(X,Y ) im Poincaré-Modell des hyperbolischen Raumes.

Aufgabe 12.3. Sei (M, g) eine Einstein-Mannigfaltigkeit, d. h. es existiert eine Funktion f ∈ C∞(M), so

dass Rij = fgij gilt. Sei dimM ≥ 3. Zeige, dass

Rij =
R

n
gij

gilt und dass R konstant ist.

Aufgabe 12.4. Seien (M, g) und (N, g̃) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und sei ϕ : M → N ein

Diffeomorphismus, mit der Eigenschaft, dass für alle glatten Kurven γ : [0, 1] → M

Lg(γ) = Lg̃(ϕ ◦ γ)

gilt, wobei

Lg(γ) :=

� 1

0

�
g(γ̇(s), γ̇(s)) ds

ist. Ein Diffeomorphismus mit dieser Eigenschaft wird als Isometrie zwischen M und N bezeichnet. Zeige,

dass

ϕ∗g̃ = g

gilt.

Aufgabe 12.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und g = g(t) eine Familie von Riemannschen Metriken,

welche glatt vom Parameter t ∈ R abhängt und die Ableitung wieder ein Tensor ist. Dies gilt z. B. für den

Ricci-Fluss ġij = −2Rij . Nehme an, dass für p ∈ M und t0 ∈ R eine Karte (ϕ,U) von M existiert, so dass

gij(p) = δij , Γ
k
ij(p) = 0

gilt, wobei die Größen zur Zeit t0 ausgewertet werden. Zeige, dass der Riemannsche Krümmungstensor Rijkl

in dem oben gewählten Koordinatensystem die Gleichung

Ṙijkl =−
1

2
((ġjl),ki − (ġjk),li − (ġil),kj + (ġik),lj)

+
1

2
gpq (Rijkp ġql +Rijpl ġqk)

erfüllt, wobei die Größen an der Stelle p und zur Zeit t0 ausgewertet werden.
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