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UBUNGEN ZUR VORLESUNG DIFFERENTIALGEOMETRIE I

Blatt 3
Aufgabe 3.1.

(i) Sei u:R™ — R eine affin lineare Funktion, d.h. gelte u(x) = (A, z) + b, wobei A € R™ und b € R sind.
Es bezeichne A(Q2) den Flicheninhalt von graph un(Q x R). Zeige fiir ein geschickt gewiihltes Rechteck

R, dass
A(R) :/«/1+|Du|2dx
R
gilt. Definiere daher du := /1 + |Dul? dx = y/det(g;;) dx und A(Q) := [ du.

Q
(ii) Gib dy fiir eine untere Hemisphére
n = Sp0 {1 <0} = {(3,2) € R [3]2 + (27H)? = B2, 271 < 0}
an. Im Fall der Sphére schreiben wir do = du.

Aufgabe 3.2. Sei M C R"*! eine Hyperfliche, die sich als Graph schreiben lisst, M = graph ujn, @ CR"
offen und beschrinkt, mit u € C1(Q). Definiere fiir eine nichtnegative, stetige Funktion f : R"*! — R

[ rani= [ paa) ViFIDPax= [ ) dn
M
Fiir eine stetige Funktion f = f* + f~, wobei fT := max(f,0) und f~ = min(f,0), fiir die sowohl [ f*d,
M
als auch [ (—f7)dp endlich ist, definieren wir [ fdp = [ f*dp— [ (—f~)dp. Sei nun Q@ C R™ konvex,
M M M M

M = graph ujq, u € C?(Q) mit D?u > 0. Zeige, dass

/Kdu: / do
M

v(M)

ist, wobei v : M — S™ der nach unten gerichtete Normalenvektor an M ist und v(M) := {p € S" : v(q) =
p fiir ein ¢ € M}.

Hinweis: Verwende die Transformationsregel fiir Integrale und benutze v um den Diffeomorphismus zu kon-
struieren.

Aufgabe 3.3. Sei ) C R" offen und beschriinkt, u € C%(Q). Sei p € C%(Q). Berechne
d
g Aeraph (u +t))je=o0 =: 0A[uf(p).

Sei nun w ein kritischer Punkt des Oberflichenfunktionals, d.h. gelte 6.A[u]{¢) = 0 fiir alle p € C?(Q2). Dann
heifit graph v Minimalfliche. Zeige, dass

Hgraph u] =0
gilt.
Aufgabe 3.4. Sei Q C R" offen und beschrinkt, v € C%(Q) und gelte H[graph u| = 0. Zeige, dass fiir alle
p € CHQ)

Alu] < Alu + o)
gilt.
Hinweis: Wende den Gaufischen Divergenzsatz auf eine geeignete Fortsetzung eines Normalenvektors an.
Begriinde auch, wieso der Divergenzsatz anwendbar ist.
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