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Aufgabe 4.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x ∈M . Zeige, dass
die Vektorraumstruktur von TxM nicht von der Wahl der Karte abhängt.

Aufgabe 4.2. Sei Z = Sn−1 × R.

(i) Zeige, dass Z eine differenzierbare (C∞) Untermannigfaltigkeit des Rn+1 ist.
Wir versehen nun Z mit dieser differenzierbaren Struktur.

(ii) Sei u : Z → R+, u ∈ C2(Z). Sei M ein Graph über Z, d.h. es gilt

M = {(u(x, y) · x, y) : (x, y) ∈ Z}.
Gib eine lokale Einbettung von M an und berechne die von der Einbettung
induzierte Metrik, die äußere Normale, sowie die zweite Fundamentalform.

(iii) Sei nun u rotationssymmetrisch, gelte also u(x, y) = u(y). Berechne nun die
mittlere Krümmung H.

Aufgabe 4.3.

(i) Sei N ∈ Sn der Nordpol. Wir definieren nun eine Abbildung

ϕN : Sn \ {N} → Rn,

indem wir einem Punkt x ∈ Sn den Schnittpunkt der N und x verbindenden
Geraden mit der Ebene Rn ≡ Rn × {0} zuweisen. Analog definieren wir ϕS :
Sn \ {S} → Rn, wobei nun S den Südpol bezeichnet. Zeige nun, dass ϕN und
ϕS Karten eines Atlanten von Sn sind.

(ii) Gib eine weitere Auswahl an Karten an, mit welcher Sn zu einer Mannigfal-
tigkeit wird.

Aufgabe 4.4. Sei Mm ⊂ Rm+1 eine m-dimensionale, kompakte Untermannigfal-
tigkeit. Zeige, dass es einen Punkt p ∈Mm mit hij(p) > 0 gibt.

Zusatz: Bezeichnet diamMm den Durchmesser von Mm in Rm+1, so gibt es p ∈
Mm, so dass hij(p) ≥ 1

diamMm gij gilt.
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