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Aufgabe 6.1. (4 Punkte)

(i) Bestimme die Hauptkrümmungen der Immersion X : Rn → Rn+1 mit

x 7→
(

4x

|x|2 + 4
,
|x|2 − 4

|x|2 + 4

)
.

(ii) Sei Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend. Sei X : Ω → Rn+1 eine Immersion. Dann sind die

folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(a) Es gibt λ ∈ R mit hij = λgij .

(b) imX ist in einer Sphäre oder Ebene enthalten.

Aufgabe 6.2. (4 Punkte)

Sei X : Ω→ Rn+1 eine immersierte Hyperfläche. Sei 0 ∈ Ω. Sei ξ ∈ Rn.

(i) Zeige, dass es eine Kurve α : (−ε, ε)→ Ω mit α (0) = 0 und α′ (0) = ξ gibt, so dass imX ◦α ⊂〈
ν (0) , Xi(0) ξi

〉
gilt.

(ii) Zeige, dass die Beträge der Krümmung von X◦α und von
hijξ

iξj

gijξiξj
im Ursprung übereinstimmen.

Aufgabe 6.3. (4 Punkte)

Eine Menge Mk ⊂ Rn heißt eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von Rn, falls

es für jeden Punkt p ∈Mk eine Umgebung U von p, eine offene Menge Ω ⊂ Rk mit 0 ∈ Ω und eine

Immersion X : Ω→ Rn mit X (0) = p und imX ∩ U = Mk ∩ U gibt.

Seien Mk und N l zwei nichtleere disjunkte kompakte k- bzw. l-dimensionale Untermannigfaltig-

keiten von Rn. Dann gibt es p ∈ Mk und q ∈ N l mit |p − q| = dist
(
Mk, N l

)
. Weiterhin steht die

Gerade durch p und q senkrecht auf Mk (und N l), d. h. für alle C1-Kurven α : (−ε, ε)→Mk ⊂ Rn
mit α (0) = p gilt 〈α′ (0) , p− q〉 = 0.

Aufgabe 6.4. (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei X : Ω× (−ε, ε)→ Rn+1 eine C2-Abbildung. Sei X (·, 0) eine Immersion.

(i) Sei Ω′ b Ω offen. Zeige, dass es ein δ > 0 gibt, so dass X(·, t) : Ω′ → Rn+1 für alle |t| < δ

ebenfalls eine Immersion ist.

(ii) Sei nun X(·, t) für alle t ∈ (−ε, ε) eine Immersion.

Nehme an, dass es ein F : Ω× (−ε, ε)→ R mit ∂
∂tX = −Fν gibt.

Zeige, dass dann
∂

∂t
gij = −2Fhij

gilt.
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