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Aufgabe 4.1. (2 Punkte)
Sei α = (α1, α2) ∈ C2([0, L],R2) eine einfache, C2-geschlossene, nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve.
Sei ϑ ∈ C1([0, L],R) mit α′(t) = (cosϑ(t), sinϑ(t)) für alle t ∈ [0, L]. Wir nehmen nun an, dass α(0) = (0, 0),
α′(0) = (1, 0) und κ(t) ≥ 0 gelten. Zeige, dass α2 ≥ 0 gilt.

Aufgabe 4.2. (6 Punkte)
Sei α ∈ C2([a, b],R2) eine C2-geschlossene, reguläre Kurve. Sei ϕ ∈ C2([0, L], [a, b]) eine orientierungserhal-
tende Parametertransformation, so dass α ◦ ϕ nach der Bogenlänge parametrisiert ist.

(i) Zeige, dass U(α) = 2π
∫ b

a
κ(t)|α′(t)|dt gilt, wobei κ die Krümmung von α ist.

(ii) Nehme an, dass es eine Funktion ϑ ∈ C0([a, b],R) gibt, so dass α′(t) = |α′(t)|µ ◦ ϑ(t) für alle t ∈ [a, b]
gilt. Zeige, dass 2πU(α) = ϑ(b)− ϑ(a) gilt.

(iii) Sei H : [a, b] × [0, 1] → R2 eine C1-Funktion, so dass H(t, 0) = α(t, 0), H(a, τ) = H(b, τ) für alle
τ ∈ [0, 1] und d

dtH(t, τ) 6= 0 für alle (t, τ) ∈ [a, b] × [0, 1] gelten. Sei β(t) := H(t, 1) für alle t ∈ [a, b].
Zeige, dass U(α) = U(β) gilt.

(iv) Berechne die Umlaufzahlen der folgenden beiden Kurven:

α : [0, 2π]→ R2, t 7→ (sin t, sin 2t),

β : [0, 2π]→ R2, t 7→ (2 cos t, sin t).
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