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Aufgabe 5.1. (6 Punkte)

Sei f : R2 → R eine C2-Funktion. Der Gradient von f ist als ∇f : R2 → R2, p 7→
(
∂f
∂x (p), ∂f∂y (p)

)
definiert.

Beweise die folgenden Aussagen:

a) Sei f(p) = 0 und ∇f(p) 6= 0. Dann gilt mit dem Satz über implizite Funktionen: Es gibt eine Umgebung
U von p und eine reguläre C2-Kurve γ : I → R2, so dass für alle q ∈ U gilt: f(q) = 0 genau dann, wenn
es ein t ∈ I mit γ(t) = q gibt.

b) Sei γ : I → R2 eine reguläre C2-Kurve, so dass f(γ(t)) = 0 und ∇f(γ(t)) 6= 0 für alle t ∈ I. Dann gilt

∇f(γ(t))⊥e1(t), κ(t) = −D
2f(γ(t))(e1(t), e1(t))

∇f(γ(t)) · e2(t)
,

wobei e1(t) := γ̇(t)
|γ̇(t)| , e2(t) := 1

κ(t)

(
γ̈

|γ̇|2 −
〈γ̈,γ̇〉γ̇
|γ̇|4

)
und D2f(p) die zweite Ableitung oder Hesse-Matrix

von f an der Stelle p ist.
(Hinweis: Leite (f ◦ γ)(t) = 0 zwei Mal nach t ab.)

Aufgabe 5.2. (2 Punkte)
Sei c ∈ C2(I,R2) eine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve und c̃ ∈ C2(I,R3) die Kurve I → R3, t 7→
(c(t), 0). Sei t0 ∈ I.

a) Zeige, dass κc̃(t) = |κc(t)| gilt, wobei κc die orientierte Krümmung der Kurve c ist, und κc̃ die Krümmung
der Raumkurve c̃ ist.

b) Sei c ∈ C3(I,R2) und sei κc(t0) 6= 0. Zeige, dass für die Torsion τc̃(t0) = 0 gilt.
c) Sei κc(t0) 6= 0. Zeige, dass N(t0) = ±(ν(t0), 0) gilt, wobei ν die Normale an c ist. Wann ist N(t0) =

(ν(t0), 0) und wann ist N(t0) = −(ν(t0), 0)?
d) Sei κc(t0) 6= 0. Zeige, dass B(t0) = ±e3(t0) gilt. Wann ist B(t0) = e3(t0) und wann ist B(t0) = −e3(t0)?
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