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Aufgabe 6.1. (8 Punkte)
Sei α : I → Rn, x 7→ α(x) eine glatte, reguläre Kurve. Wir definieren die Bogenlängenableitung ∂s := 1

|∂xα|∂x

(dabei ist ∂xα := dα
dx ), die Tangente T := ∂sα, den Krümmungsvektor ~κ := ∂2sα, die Krümmung κ := |~κ|

und die Normale N := ~κ
κ für κ 6= 0. Für n = 3 definieren wir noch den Binormalenvektor B := T × N und

die Torsion τ := 〈∂sN ,B〉. Zeige nun die folgenden Aussagen:

a) Für α : I → R2, α(ϑ) :=
(
r cosϑ
r sinϑ

)
gilt:

∂ϑα =

(
−r sinϑ

r cosϑ

)
, |∂ϑα| = r, ∂s =

1

r
∂ϑ, T =

(
− sinϑ

cosϑ

)
, ~κ =

1

r

(
− cosϑ

− sinϑ

)
, κ =

1

r
, N =

(
− cosϑ

− sinϑ

)
.

b) Für α : I → Rn, ϑ 7→ α(ϑ) gilt:

〈T ,N〉 = 0 = 〈T , ~κ〉.
c) Für α : I → Rn, ϑ 7→ α(ϑ) gilt:

κ =

(
|α′′|2 − 〈α′, T 〉2

) 1
2

|α′|2

d) Für α : I → Rn, ϑ 7→ α(ϑ) gilt:

N =
α′′ − 〈α′′, T 〉 T(
|α′′|2 − 〈α′′, T 〉2

) 1
2

e) Für α : I → R3, ϑ 7→ α(ϑ) gilt B = α′×α′′

|α′×α′′| und

τ =
det(α′, α′′, α′′′)

|α′ × α′′|2

f) Die obigen Definitionen von Tangente, Normale und Krümmung und für n = 3 auch die Definitionen
von Binormalenvektor und Torsion stimmen mit den Definitionen der entsprechenden Größen im Skript
überein.

g) Sei α : R→ R3, t 7→ (t, 1, t3). Berechne die Krümmung κ, sowie den Normalenvektor N , sofern letzterer
definiert ist. Was passiert mit dem Normalenvektor in t = 0?
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