ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

MATTHIAS MAKOWSKI

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Elementare Differentialgeometrie an der Universitit Konstanz
im Sommersemester 2013.
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1. EINLEITUNG

Dieses Skript baut im Wesentlichen auf das Vorlesungsskript [3]. Wir verwenden
weiterhin [2, 1, 4].

Wir mochten in dieser Vorlesung die Geometrie von Kurven und Fldchen vom
analytischen Standpunkt her betrachten.

In der Geometrie gibt es verschiedene Auffassungen von geometrischen Objekten.
In der Topologie sind zwei verschiedene geometrische Objekte (topologische Réume)
als ,,gleich“ anzusehen, wenn es einen Homdomorphismus zwischen ihnen gibt, d. h.
stetige Deformationen des Objektes, welche die Lange oder die Fliache des Objektes
verandern, konnen noch dasselbe geometrische Objekt darstellen.

In der Differentialgeometrie hingegen fordert man von einem geometrischen Ob-
jekt, dass es bewegungsunabhiingig (d.h. unter Lingen- und Winkelerhaltenden
Abbildungen invariant) ist. Weiterhin arbeitet man iiblicherweise mit Parametri-
sierungen eines geometrischen Objektes (wie beispielsweise einer parametrisierten
Kurve), allerdings soll das Objekt selbst unter Umparametrisierungen invariant
bleiben. Diese zwei Bedingungen sollten wir also auch an alle Eigenschaften und
Groflen, welche wir fiir diese Objekte definieren, fordern.
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2 2. ISOMETRIEN DES RY

Eine zentrale Eigenschaft geometrischer Objekte, welche wir in dieser Vorlesung
fiir Kurven und Flidchen definieren mochten, ist die Kriimmung.

Die Kriimmung sollte hierbei eine Grofle sein, welche unser intuitives Verstand-
nis des Begriffs widerspiegelt. Die Kriimmung ist dabei eine lokale Eigenschaft, d. h.
wir werden von der Kriimmung in einem Punkt sprechen.

Wir fordern von dem Kriimmungsbegriff (fiir Kurven), dass er die folgenden
Eigenschaften erfiillen soll:

1) Eine Gerade ist nicht gekriimmt, d. h. sie hat in jedem Punkt die Kriimmung 0.

2) Da ein Kreis mit Mittelpunkt 0 € R? unter Drehungen invariant ist, sollte er
in jedem Punkt dieselbe Kriimmung haben. Ein Kreis hat also eine konstante
Kriimmung. Ein Kreis mit groflerem Radius ist anschaulich gesehen weniger ge-
kriimmt als ein Kreis mit kleinerem Radius. Wir fordern also von der Definition
der Kriimmung, dass ein Kreis vom Radius » € R, die Kriimmung :i:% haben
soll, wobei das Vorzeichen von der Orientierung der Kurve abhéngt.

3) Fiir beliebige Kurven méchten wir die Kriimmung in einem Punkt dadurch defi-
nieren, dass sie der Kriimmung desjenigen Kreises entspricht, welcher die Kurve
in diesem Punkt am besten approximiert, wobei wir hierfiir eine Gerade als einen
Kreis mit unendlichem Radius auffassen.

An einem Punkt einer Kurve sollten wir in der Lage sein eine C?-Approximation
der Kurve in dem Punkt zu erhalten, falls sowohl Orts-, Tangential- und Norma-
lenvektor, sowie die Kriimmung in diesem Punkt bekannt sind.

Im Fall von Flichen werden wir eine Bilinearform einfiithren, welche die Kriim-
mung in einem Punkt beschreibt und deren Eigenwerte wir als Hauptkriimmungen
bezeichnen. Die Kriimmung einer Kurve, welche auf der Fliche verlauft, in einem
Punkt l&sst sich dann als Linearkombination der Hauptkriimmungen der Fléche in
diesem Punkt erhalten.

Obwohl die Kriimmung eine lokale Grosse ist, lassen sich aus ihr Informationen
iiber globale Eigenschaften von Kurven und Flichen gewinnen. Dies werden wir an
zwei Theoremen verdeutlichen:

In Kapitel 4.1 beweisen wir den Hopfschen Umlaufsatz, mit dessen Hilfe man bei-
spielsweise schlieffen kann, dass einfach geschlossene, ebene Kurven genau dann ein
konvexes Gebiet einschlieffen, wenn ihre Kriimmung (bei geeigneter Orientierung)
in jedem Punkt nicht-negativ ist.

In Kapitel 4.3 beweisen wir den Satz von Fenchel, welcher unter anderem eine
Bedingung an die Kriimmung von Raumkurven angibt, damit diese geschlossen sein
konnen.

2. ISOMETRIEN DES R"

Definition 2.1. Eine Abbildung f: (X1,d1) — (X2, ds) zwischen zwei metrischen
Réumen (X, d;) heifit Isometrie, falls

do(f (), f(y)) = da(z,y)
fir alle z,y € X7 gilt und f surjektiv ist.

Lemma 2.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge der Isome-
trien f: (X,d) — (X,d) beziglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis. Isometrien sind injektiv, also auch bijektiv und daher invertierbar mit bi-
jektiver Inversen. Seien f, g Isometrien. Dann folgt aus d(f(x), f(y)) = d(x,y) auch
d(z,y) = d(f~1(x), f~1(y)). Daher ist f~! ebenfalls eine Isometrie. Es gilt

d(fog(x), fog(y)) =d(9(x),9(y)) = d(z,y),

jeweils fiir alle x,y € X. Die Bijektivitdt von f und g iibertréigt sich auf die Kom-
position f o g. Die Identitéit x — x ist das neutrale Element. O
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Theorem 2.3. Die Isometrien f: R™ — R" des R™ sind genau die Abbildungen
der Form

flx)=Az+b
mit A € O(n) und b € R".

Beweis. ,=—“: Gelte f(x) = Az + b. Dann rechnet man direkt nach, dass es sich
um eine Isometrie handelt.

»,<="%“: Sei f eine beliebige Isometrie. Durch Addition eines konstanten Vektors
in R™ diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass f(0) = 0 gilt. Wir erhalten

|f(z)] = d(f(x),0) = d(f(z), f(0)) = d(x,0) = |z
fiir alle z € R™. Da f eine Isometrie ist, gilt | f(z) — f(y)| = |z —y|. Aufgrund der Po-

larisationsformel (oder durch direktes Ausmultiplizieren der quadrierten Normen)
erhalten wir

2(f(x), f()) = 1f (@) + [fW)* — |f(x) = f)]?
=z + |yl* — o — yI* = 2(z, y).

Somit erhélt f auch das Skalarprodukt. Sei (e;)i1<i<n die Standardbasis des R™.
Wir erhalten (f(e;), f(e;)) = (ei,e;) = d;;. Dies besagt, dass auch (f(e;))1<i<n
eine Orthonormalbasis ist. Daher gilt fiir z € R™

n n n

F) = (@), e fle) = Dl e fle) = 3 fer).

i=1 i=1 i=1
Somit ist f eine lineare Abbildung. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine
lineare Abbildung, die eine Orthonormalbasis auf eine andere Orthonormalbasis
abbildet, durch eine orthogonale Matrix dargestellt wird. U

Definition 2.4. Die Isometrien f(z) = Sz +b, S € O(n), b € R", x € R™ heiflen
(Euklidische) Bewegungen.

Die Isometrie f(z) = Sz + b heifit orientierungserhaltend oder eigentliche Be-
wegung, falls det S = 1 fiir die orthogonale Matrix S gilt.

Definition 2.5. Seien z,y € R™ \ {0}. Dann heifit

(z,y)
|| - [yl

<(z,y) = arccos € [0, 7]

der Winkel zwischen x und y.

3. KURVEN IM R™

Definition 3.1.
(i) Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung o € C* (I,R"), k € NU {00} =
{0,1,2,...} U{oco}, heiBt parametrisierte C*-Kurve im R™.
(ii) Eine C'-Kurve « heifit regulir, falls o/ (t) # 0 fiir alle t € I, d.h. der Tangen-
tialvektor ‘z:% ist wohldefiniert.

(iii) Sei k € N. Eine C*-Kurve a: [a,b] — R™ heiit C*-geschlossen, falls
a(l)(a) — a(l)(b)

fir alle 0 <1 < k gilt.

(iv) Eine geschlossene Kurve a: [a,b] — R™ heifit einfach, falls al, ) eine injektive
Abbildung ist.

(v) Eine Kurve a heifit stickweise von der Klasse C*, k € N U {00}, falls es ein
NeNunda; €R,0<i<N,a; <aqr1, mit I = [ag,any] und (g, 4,,,] € Cc*
fir alle 0 <7 < N — 1 gibt.
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Definition 3.2 (Bogenlinge). Sei a: [a,b] — R" eine stiickweise C''-Kurve. Dann
ist

b
L(a) ::/|o/(t)|dt

die Bogenlinge der Kurve «, wobei die Integration jeweils einzeln iiber Intervalle,
auf denen o von der Klasse C! ist, ausgefiihrt wird. Die Kurve heifit nach der
Bogenlinge parametrisiert, falls |o/(t)] = 1 fir alle ¢t € [a,b] gilt, in welchen die
Kurve differenzierbar ist.

Bemerkung 3.3. Ist a: [a,b] — R™ nach der Bogenldnge parametrisiert, so folgt
L(a) =b—a.
Beispiele 3.4.
(i) Die Kurve a : [0,27r] — R?, a(s) = 7 (cos £,sin £), r > 0, ist ein nach der
Bogenlinge parametrisierter Kreis. Es gilt also
L(a) = 27r.

(ii) Seien r,h € R und L > 0 noch zu wihlen. Eine Schraubenlinie (Helix) mit
Ganghohe 27h und Radius r wird durch

t t 1
:la,b) = R, a(t) = —,rsin—,h—
a: [a,b] ,a(t) (TCOSL,T‘SIH , L)
parametrisiert. Wegen |o/(¢)] = 2+ h?>1 ist die Helix genau fir L =
V72 + h? nach der Bogenlinge parametrisiert.

Definition 3.5. Seien I, I; C R zwei abgeschlossene Intervalle.

(i) Sei k& € N,. Ein C*-Diffeomorphismus ¢ € C¥(I5,I;), d.h. eine Bijektion
mit ¢'(t) # 0 fiir alle t € Iy, heiBt CF-Parametertransformation. Sie heifit
richtungstreu, falls ¢’ > 0 gilt und richtungsumkehrend, wenn ¢’ < 0 gilt.

(ii) Seien «y;: I; — R™ i = 1,2, parametrisierte Kurven. Dann heifit ag Umpa-
rametrisierung von o, falls es eine C''-Parametertransformation ¢ gibt, so
dass

Q =109
gilt.

Lemma 3.6. Auf der Menge aller parametrisierten Kurven in R™ ist ~ mit a ~ f3,
falls B eine Umparametrisierung von « ist, eine Aquivalenzrelation.

Beweisidee. Beachte dazu insbesondere, dass die Inverse einer Parametertranfor-
mation wieder eine Parametertransformation ist und dass die Verkniipfung von
zwei Parametertransformationen (bei geeigneten Definitionsbereichen) ebenfalls ei-
ne Parametertransformation ist. (]

Lemma 3.7. Seien oy, as stickweise C-Kurven, so dass oo eine Umparametri-
sterung von oy iSt, ag = a1 0 .
(i) Dann gilt L(cy) = L(ag).
(ii) Der normierte Tangentialvektor I%;\ ist bei einer orientierungserhaltenden Pa-
rametertransformation invariant, d. h. es gilt

ay
= o .
g o]

(iii) Ist oy reguldr, so auch as.

Beweis.
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(i) Sei a; auf I; = [a;, b;] definiert. Dann erhalten wir mit Hilfe der Transforma-
tionsformel fiir Integrale

bo bo by
La) = [ lay®]dt = [ e o)l 0l dt = [ i (r)]dr = Lien),
a as al
Ist ¢’ < 0, so wird der Faktor |£:‘ = —1 aufgrund der Integraltransformation

durch Vertauschen der Integrationsgrenzen wieder kompensiert.
(ii) Es gilt
_ (1)
a5 [Fanle®)]  lad(e®) ' (O]
(iii) Dies folgt ebenfalls aus der Kettenregel o ((t)) = o (¢(t)) - ¢’ (¢). O
> 1.

b Baa(e(t)  aylelt) ¢
¥

Theorem 3.8. Sei a: I — R” eine requldre C*-Kurve, k Dann gibt es eine
(orientierungserhaltende) Parametertransformation ¢ € C¥(J,I), so dass a o ¢
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Definiere die Bogenldngenfunktion o: I — R fiir ein ty € R durch
t
o(t) = / |’ ()| dT
to

und setze J := o (I). Wegen o’(t) = |o/(t)| > 0 ist ¢ € C*(I,J) invertierbar. Setze
©(s) := o7 Y(s). Wir erhalten aus ¢(o(7)) = 7 zunichst ¢'(o(7))o’(7) = 1 und
O'(s) = m. Somit gilt

d

5@)] = la'(p(s))] - s =1

und wir erhalten die Behauptung.
Es ist iiblich, s als Parameter fiir eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve
zu verwenden. ]

Bemerkung 3.9. Sind «;, i = 1,2, beide nach der Bogenlidnge parametrisiert und
gelte as(s) = a1(p(s)), dann folgt

1= las(s)] = |ai(e(s)] - 1€ (s)] = |¢'(5)]
und daher ist ¢(s) = sg = s. Die Parametrisierung nach der Bogenlinge ist also bis
auf eine Isometrie von R eindeutig bestimmt.

4. KRUMMUNG VON KURVEN

4.1. Kurven in der Ebene. Wir mochten in diesem Abschnitt die Kriimmung von
Kurven in der Ebene definieren. Hierbei fordern wir von dem Kriimmungsbegriff,
dass er die Eigenschaften 1), 2) und 3)aus der Einleitung erfiillt.

Definition 4.1. Sei o € C* (I, RQ), k > 1, regulér.
(i) Eine gegen den Uhrzeigersinn orientierte 90-Grad-Drehung ist durch die fol-

gende Matrix gegeben: J := <(1) _01> Es gilt J? = —1 und (Jv,w) =

det(v,w) fiir alle v,w € R?. Identifizieren wir einen Vektor z = (Z) mit

z:=a+1b C C, so ist beziiglich dieser Identifizierung Jz = iz.

(ii) Wir bezeichnen den Tangentialvektor von a mit 7(t) := ‘Zi%
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(iii) v in C*~1 (I,R?) mit v(t) := J7(t) heit Normale (Einheitsnormale) an c.
Sie ist also eindeutig dadurch bestimmt, dass 7(t), v(t) ein positiv orientiertes
(normiertes) 2-Bein ldngs « ist, d. h. 7(¢) ist ein positives Vielfaches von o/ (t),
[7(t)] =1, |v(t)] = 1 und det(7(t),v(t)) = 1.

(iv) Sei nun o € C? (I , Rz) nach der Bogenlidnge parametrisiert. Dann definieren
wir die (orientierte) Kriimmung x € C°(I,R) von a durch

K(s) = (a"(s), v(5))-
Ist a nicht nach der Bogenlédnge parametrisiert, so definieren wir die Kriim-

mung von « durch

Ko = Kaoyp © gp’l,
wobei ¢ eine orientierungserhaltende C?-Parametertransformation ist, so dass
a o ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist.

Den Beweis, dass die Kriimmung einer nicht nach der Bogenlédnge parametrisier-
ten Kurve wohldefiniert ist, lassen wir als Ubungsaufgabe.

Lemma 4.2. Sei a: I — R? eine regulire C?-Kurve. Dann gilt
det(a/(t), (¢
R ICIOR0))

o/ ()]
Ist a ein Graph, also von der Form a(z) = (z,u(z)) mit u € C*(I,R), so gelten
1 "
@) = (L)), #(z) = —

(@) (1+ (w(@)2)**

Beweis. Sei & := « o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert und gelte ¢’ > 0. Die
Behauptung folgt nun aus den folgenden Rechnungen:

1=1&(s)] = (@ 0 0)/(s)] = |a' (())] - ¢/ (5),

) = o
P T ()]
d//(s) :(O//OQD

Ko 0 (8) D:ef ka(s) = (@ (s),J& (5)) = (o 0@, Ja’ o p)’.

Aus der zweiten und der letzten Gleichung folgt
((s), Jo/(s)) _ det(d/(s),a"(s))
Ka(S) = = .
o/ ()] |/ ()]
Im graphischen Fall erhalten wir aus a(z) = (z,u(z)) fiir die Ableitungen o (x) =
)| =

(1,v(x)) und o' (z) = (0,u”(z)). Mit |o/(z V14 ( 2 folgt die Behaup-

tung. O

Aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen kénnten wir mittels
des folgenden Lemmas die Eindeutigkeit (bis auf euklidische Bewegungen) von Kur-
ven mit vorgeschriebener Kriimmungsfunktion x folgern:

Lemma 4.3. Seia € C? (I, ]Rz) nach der Bogenldnge parametrisiert. Dann gelten
fiir T = o und v = J7 die Gleichungen

/!
T =KV,
V' = — KT

oder
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Beweis. Aus (7(s),7(s)) = 1 folgt durch Differenzieren 0 = 2(7(s),7'(s)). Damit
folgt die erste Gleichheit. Differenzieren von 0 = (7, v) liefert k = (v, v) = —(7,1/).
Aus |v| =1 folgt wie oben, dass (¢/,v) = 0 gilt. Die Behauptung folgt. O

Lemma 4.4. Sei F(x) = Sz +a mit S € O(2) und a € R? eine starre Bewegung.
Sei o € C? (I, RQ) nach der Bogenlinge parametrisiert. Setze & := F o a. Dann
gelten
7=87, v=detS-Sv, und K=detS k.
Beweis. Wegen |&/| = |So/| = |&/| = 1 ist & ebenfalls nach der Bogenlénge parame-
trisiert. Es gilt 7 = % = Sa’ = S7. Weiterhin gilt (&, Sv) = (So/, Sv) = (/,v) =
0, |Sv| = |v| = 1 sowie det(&/, Sv) = det(Sa’, Sv) = det S-det(a’,v) = det S. Somit
ist 7 = det S - Sv die gesuchte Normale lings F' o o.. Schlielich gilt
k= {(a",0) =detS (Sa”’,Sv) =detS - k. O

Nun mochten wir iiberpriifen, ob die hier gegebene Definition der Kriimmung
auch den dritten Punkt erfiillt, den wir in der Einleitung gefordert haben. Hierzu
mochten wir zunéchst eine vorteilhafte Darstellung der Kurve lokal um einen Punkt
erhalten, die lokale Normalform.

Theorem 4.5 (Lokale Normalform). Sei o € C?(I,R?) regulidr mit sg € I. Dann
gibt es ein € > 0 und eine orientierungserhaltende Parametertransformation

o:(—e,e) =T mit (0)=s9, ¢ >0,

so dass & := a o @ in lokaler Normalform vorliegt, d. h. fir s € (—¢,¢) gilt

(4.1) a(s) = a(sg) + s7(so) + %SQH(So)V(So) + o(s%)v(sg).

Beweis. Wir konnen zunédchst oBdA annehmen, dass o nach der Bogenlidnge para-
metrisiert ist. Sei h(s) := (a(s) — a(sg), 7(sp)). Dann gilt in sg

h'(s0) = (a'(s0),7(s0)) = o' (s0)| = 1.
Sei also ¢ : (—¢,e) — I, p(0) = sp, eine lokale Umkehrfunktion zu h mit ¢’ > 0,
dann gilt ho(s) = s fiir alle s € (—¢, ). Somit folgt fiir & = a o ¢ die Darstellung

a(s) = a(sg) + s7(so) + f(s)v(so),
wobel f(s) := (a(s) — a(so),v(so)) ist. Es gelten f(0) =0 und
£1(0) = (' ((0))¢(0), v(s0)) = ¢'(0){/ (s0), (s0)) = 0.
Wegen
£7(0) = (a"(0), v(s0)) = ¢"(0){a"(s0), ¥(50)) + (#¥(0))*(a” (s0), v(s0)) = #(s0)

erhalten wir die gewiinschte Darstellung in (4.1) aus der Taylorentwicklung von

f. 0
Bemerkung 4.6. Sei o € C?(I,R?) nach der Bogenléinge parametrisiert. Sei

so € I = intI. Definiere die Halbebenen und den Tangentialraum von « in a(sp)
durch

E* = {z € R*: £ (z— a(so),v(s0)) >0}
und
Ta(so) = {$ © RQ: <£E - O‘(SO)ay(SO» = 0} :

Setze h(s) := (a(s)—a(so), v(s0)). Dann sind £h(s) > 0 und a(s) € E* dquivalent.
Somit erhalten wir aus der lokalen Normalform im Falle x(sg) > 0, dass a(s) € ET
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fiir s # so nahe bei s gilt (Linkskurve). Eine entsprechende Aussage gilt fiir k(sg) <
0 und a(s) € E~.

Theorem 4.7. Sei a € C?(I,R?) regulir. Sei so € I. Dann gilt:

(i) Ist k(so) = 0, so ist a bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu einer Gera-
den, d.h. es gibt eine Parametrisierung B einer Geraden mit |a(s) — B(s)|

= o(|s — s0]?).
(i) Ist k(sg) # 0, so ist « bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu einem Kreis
mit Radius ﬁ, d. h. es gibt eine Parametrisierung 3 eines Kreises mit

Kriimmung r(so), welche |a(s) — B(s)| = o(|s — so|?) erfiillt.

Beweis. Mittels der lokalen Normalform und Lemma 4.4 schlieflen wir, dass es eine
orientierungserhaltende Parametertransformation ¢ : (—¢,¢) — I mit ¢(0) = s¢
und eine starre Bewegung F' gibt, so dass @ := F o « o ¢ die Darstellung a(z) =
(z,u(2)) mit u € C*((—¢,¢),R) erfiillt, wobei u(z) = $£(0)2% + o(2?) gilt.

Die Aussagen (i), (i7) sind fiir & leicht nachzupriifen: Falls x(0) = 0 ist, so sei

B(s) := (s,0) und falls x(0) # 0 gilt, so sei

i [ %(0) L LI 5|2
B(s) == ( TR (0)] <|H(0) £(0)[? || ))

fiir s € (—¢,¢). Es gilt also |(a — B)(2)] = o(]z]?).
Sei 8 := F~1 0 B0y ! Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, gibt es cg > 0, so dass

lo™1(s) — ¢ (s0)| < cols — s fiir alle s € p ((—5,5)) gilt. Es folgt

las) = B(s)| _ ,1F e (Gopt=Bow) (s)

c
s —s02 = o=t (s)[?
L@ =Bt
O (9P
Fiir s — so konvergiert dieser Ausdruck wegen |(& — 3)(2)| = o(|2|?) gegen Null,
woraus die Aussage folgt. O

Nun wollen wir noch ein globales Resultat fiir ebene Kurven beweisen, den Hopf-
schen Umlaufsatz. Um die Umlaufzahl einer Kurve zu definieren, benétigen wir das
folgende Lemma:

Lemma 4.8. (Liftung). Sei A C R™ kompakt und sternférmig. Sei v : A — S*
stetig. Sei p:R — S durch

p(¥) = (cos ¥, sin})
definiert. Dann gibt es eine stetige Funktion ¥ : A — R mit
(4.2) Y(p) = pod(p).

Ist ¥ eine weitere Funktion mit dieser Eigenschaft, so gibt es ein k € 7 mit V-9 =
27k.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass A = [a, b] ist und zeigen zuerst die Eindeu-
tigkeit modulo 27. Seien also 9,9 zwei Funktionen, welche (4.2) erfiillen. Es geniigt
zu zeigen, dass aus ¥(a) = ¥(a) bereits ¢ = ¢ folgt. Sei nun

M :={t € [a,b] : 9(t) = I(t)}.

Nach Annahme ist M nicht leer und aus der Stetigkeit von ¢ und o folgt die
Abgeschlossenheit von M. Wir zeigen noch, dass M offen ist.
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Sei t € [a, b] beliebig. Dann gibt es eine offene, zusammenhéngende Menge I C
[a,b], mit t € I, und v(I;) € S*. Dann gibt es ein offenes Intervall J C R mit
|J] < 2w, so dass

w 0)) = (T + k2m)

kEZ

gilt und 1|74 12r ein Homdomorphismus fiir jedes k € Z ist. Sei nun & € p=1(y(t)),
dann gibt es genau ein ¥ € C°(I;,R) mit J(t) = & und 7|;, = po V.

Ist also t € M, so muss aufgrund der Eindeutigkeit von ¢ auf I; auch Iy C M
sein, woraus die Offenheit von M folgt. Wir erhalten also M = [a,b], was die
Eindeutigkeit beweist.

Wir zeigen nun die Existenz von 9. Sei hierzu

K = {t € [a,b] : ¥ kann stetig auf [a,t] definiert werden}.

Sei ¢t := sup K. Dann ist ¢ € K und es gibt eine in [a,b] offene Menge K; mit
K; C K, denn: Sei tg € K N I; und definiere J auf I, wie im obigen Verfahren.
Dann gibt es ein k € Z mit 9(ty) — 9(ty) = 27k, woraus aufgrund der Eindeutigkeit
gy, = 27k + 9 folgt. Wir konnen also ¢ auf I; durch 27k + ¥ definieren und

erhalten I; C K. Es folgt t = b und somit die Existenz von 9.

Sei nun A C R™ sternfoérmig. Wir kénnen oBdA annehmen, dass A sternférmig
beziiglich 0 ist. Sei ¢ € pu~! o 4(0) beliebig und setze 9¥(0) = £&. Wir definieren
nun 9 auf ganz A, indem wir ¥ auf jedem Strahl durch 0 als eine stetige Funktion
definieren, welche (4.2) erfiillt. Dass dies moglich ist, haben wir oben gezeigt.

Wir zeigen noch, dass ¢ stetig ist. Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von -y
auf A folgt die Existenz von § > 0, so dass fiir alle p € A

(4.3) v(Bs(p)) C Halbkreis(y(p)) := {qg € S" : (g,7(p)) > 0}

gilt.

Seien nun p € A und g € Bs(p). Sei h : [0,1] — R durch h(s) := 9(sp) — 9(sq)
definiert. Dann ist 2([0,1]) C (=7, %), denn nehme an, dass es ein s mit |h(s)| > §
gibt. Dann gibt es wegen h(0) = 0 aufgrund des Zwischenwertsatzes ein sg € [0, 1
mit |h(so)| = 5. Aus |sop—soq| < 6 und (y(sop),v(s0q)) = 0 folgt ein Widerspruch
zu (4.3). Auf Halbkreis(y(p)) ist p invertierbar, somit folgt aus (4.2) die Stetigkeit
von ¢ auf Bj(p). O

Wir kénnen nun die Umlaufzahl einer Kurve definieren:

Definition 4.9. (Umlaufzahl). Sei « € C'([0, L], R?) eine nach der Bogenlinge
parametrisierte, C''-geschlossene Kurve. Nach Lemma 4.8 existiert eine Winkel-
funktion ¥ € CY([0, L], R) mit o’ (t) = p o 9¥(t). Wir definieren die Umlaufzahl von

« durch

Ula) = %(ﬁ(L) — 9(0)).

Die Umlaufzahl ist unabhiingig von der Winkelfunktion und es gilt U(a) € Z. Ist
a € CY([a,b], R?) eine regulire, C'-geschlossene Kurve und ¢ eine orientierungser-
haltende Parametertransformation, so dass cop nach der Bogenlédnge parametrisiert
ist, so definieren wir die Umlaufzahl von « durch die Umlaufzahl von « o ¢.

Beispiele 4.10. (i) Sei k € Z\ {0}. dann hat « : [0,27] — R2, a(t) := e™**, die
Umlaufzahl k.
(ii) Die Lemniskate (eine umgedrehte Acht) a : [0,27] — R2, «a(t) := (sint, sin 2t)
hat die Umlaufzahl 0.
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Definition 4.11. (Totalkriimmung) Sei a € C?([0, L], R?) nach der Bogenlinge
parametrisiert. Dann definieren wir die Totalkrimmung von « durch

L
T(a) ::/O k(t)dt.

Bemerkung 4.12. Sei a € C%([0, L], R?) nach der Bogenlinge parametrisiert und
Cl-geschlossen. Sei ¥ € C*([0, L], R) eine Winkelfunktion, so dass o’(t) = u o 9(t)
gilt. Dann gilt x(t) = ¢'(¢) fiir alle ¢ € [0, L]. Hieraus folgt T(a) = 27U ().

Beweis. Durch Differenzieren erhalten wir o’ (t) = ¢/ (¢t)Ja/(t) = &' (t)v(t). Hieraus
folgt k(t) = ¥ (t). Dies zeigt die erste Aussage. Die Folgerung erhalten wir aus

1

L L
Ula) = %(ﬁ(L) —9(0)) = %/O V' (t)dt = % ; k(t)dt = —T(a).

Wir kénnen nun den Hopfschen Umlaufsatz beweisen:

Theorem 4.13. (Hopfscher Umlaufsatz) Fiir eine einfache C*-geschlossene, re-
gulire Kurve a € C1([0, L], R?) gilt U(a) € {1, —1}.

Beweis. Wir nehmen oBdA an, dass « nach der Bogenlédnge parametrisiert ist. Sei
to € [0,L] der Punkt, an dem die Funtion ¢ — |a(t)| maximal wird. Dann gilt
Tote) N ([0, L]) = {a(to)}. Wir kénnen oBdA annehmen, dass ¢y = 0 ist. Nach
einer euklidischen Bewegung, welche die Umlaufzahl invariant ldsst, konnen wir
weiterhin annehmen, dass «(0) = 0 und o’/(0) = (1, 0) gelten.

Wir unterscheiden nun zwischen zwei Fillen: Entweder ist a?(t) > 0 fiir t # 0
oder a?(t) < 0 fiir t # 0. Im zweiten Fall kénnen wir jedoch an der x-Achse
spiegeln und die Aussage fiir den ersten Fall anwenden (die Spiegelung fiihrt zu einer
Orientierungsédnderung und somit einem Vorzeichenwechsel bei der Umlaufzahl).
Gelte also o?(t) > 0 fiir t # 0.

Sei A := {(s,t) € R?: 0 < s <t < L}. Wir definieren v : A — S! durch die
folgende Vorschrift:

% fiir s < ¢t und (s,t) # (0, L),
v(s,t) == < a/(t) fiir s = ¢,

—a’(0) fir s = 0,t = L.

v ist stetig, wie man leicht nachpriift. Lemma 4.8 liefert uns eine Funktion ¢ €
CY%(A,S) mit v = p o und oBdA 9(0,0) = 0. Wegen o/(t) = ~v(t,t) fiir alle
t € [0, L] erhalten wir U(a) = 5=(J(L, L) — 9(0,0)).

Es gilt also 27U (o) = 9(L, L) — 9(0, L) + 9(0, L) — 9(0,0). Wir betrachten also
die Kurven f31, 82 : [0, L] — R mit 1 (¢) := 9(0,t) und Ba(t) := 9(¢, L).

Wegen v(0,0) = o/(0) = (1,0) entspricht S8;(t) dem Winkel zwischen «(t) und
der positiven x-Achse fiir alle t € (0, L). Da o?(t) > 0 fiir alle t # 0, L gilt, folgt
B1(t) € (0,2m) fiir alle t € (0, L). Also folgt 51(L) = .

Fiir ¢ € (0,L) entspricht f2(t) dem Winkel zwischen —a(t) und der positiven
x-Achse. Mit der selben Argumentation wie oben erhalten wir S2(t) € (m, 37) fiir
t € (0, L) und somit By (L) = 2.

Es folgt U(a) = s=(27 — 7+ 7 —0) = 1. O

2
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4.2. Kriimmung von Raumkurven.

Definition 4.14. Sei a € C? (I,R™) nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann
definieren wir die Krimmung k(s) € [0,00) von « im Punkt s durch

k(s) == [a”(s)]|.

Beispiele 4.15.
(i) Die Kurve a(s) =7 (cos £,sin £), 7 > 0, ist ein nach der Bogenlinge parame-
trisierter Kreis. Es gilt
1
k(s) = -
fiir alle s.
(ii) Eine Gerade a(s) = mg + s - € mit 9 € R™ und e € S"~! hat iiberall die
Kriimmung Null.
(iii) Seien r,a € R und L > 0 noch zu wihlen. Dann ist die Schraubenlinie

(1) = t ot ot
aft) = (rcos —,rsin—, a7

wegen |o/(t)] = Vr? + a2+ genau fiir L = /72 + a? nach der Bogenlinge
parametrisiert. Somit ist

-
r2 + g2

K(t) =
fiir alle ¢.

Definition 4.16. Sei a € C! (I,R") reguléir. Eine Familie (v;)1<;<, von Funktion-
en v; € CY (I,R") heifit ein lings o begleitendes n-Bein, falls

o'(t)
o’ (2)]

fir alle 1 <4,5 <n und alle t € I gelten.

vi(t) =

und  (v;(t),v;(t)) = by

Man vergleiche das folgende Resultat mit dem Satz der Linearen Algebra, dass
jede differenzierbare Familie A(t) orthogonaler Matrizen mit A(0) = 1 eine schief-
symmetrische Ableitung A(0) besitzt.

Lemma 4.17. Seien v; € C* (I,R"), 1 <i <n, und to € I beliebig. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent.
(1) (vi(t),v;(t)) = d;; fir allet € I und alle 1 <i,5 <n.
(ii) Es gibt eine t-abhingige Matriz A = (a;;) € CO (I, R™™) mit A = — AT also
a;;(t) = —a;i(t) fir alle1 <i,j <mn,

n
’U; = Zaijvj f’le 1 S ) S n und <1}i(t0),’l}j(to)> = (51‘]‘.
7j=1

Beweis.
»(1) = (ii)“: Da die Vektoren v; eine Orthonormalbasis bilden, ldsst sich jeder

n
Vektor (und damit insbesondere auch v}) hiermit darstellen. Es gilt v} = Y a;;v;
j=1
mit a;; = (v}, v;). Wir erhalten
aji = (Vj,vi) = (v, vi) = (v, v) = —aij.
——

=0
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»(il) = (i)“: Definiere g;; := (v;,v;). Dann gelten g;;(to) = 6;; und

n n
gij = (vj, v5) + (v5,v) = <Z aik“ka'uj> + <7)i,zajk:vk>
k=1 k=1
n n
= Z ikGkj + Z AjkGik-
k=1 k=1

Damit 16sen die Funktionen (g;;)i<i j<n ein lineares System von n? gewohnlichen
Differentialgleichungen. Da a;; schiefsymmetrisch ist, 16st d;; dieses System eben-
falls,

Zaikékj + Zajkéik = Q45 + Aj; = 0= 5;]

k=1 k=1
Der Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen liefert nun g;;(t) =
5ij' O

Definition 4.18. Sei a € C?(I,R®) eine nach der Bogenléinge parametrisier-
te Kurve mit x(s) # 0 fir alle s € I. Dann heiit o Frenetkurve. T, N, B mit
T,N,B: I — S? C R3 heiit Frenet-Dreibein zu « und ist durch

T :=do (Tangentenvektor),

1

N = o (Hauptnormalenvektor)
a
und
T! Nt T2N3 — T3N?
B:=TxN=|T?| x| N?|=|T3N'-T'N3 (Binormalenvektor)
T3 N3 T1N2 _ T2N1

definiert. Dabei heifit , x“: R3 x R® — R3 mit der angegebenen Definition Kreuz-
produkt. Wir definieren die Torsion von o € C3(I,R?), 7: I — R, durch

7(s) == (N'(s), B(s)).

Sind ebene Kurven bereits durch ihre Kriimmung bestimmt, so werden wir gleich
sehen, dass Raumkurven durch ihre Kriimmungsfunktion und ihre Torsion eindeutig
bis auf euklidische Bewegungen bestimmt sind. Wir leiten hierfiir zunéchst die
Frenetgleichungen her:

Lemma 4.19 (Frenetgleichungen). Sei a € C? (I, R3) eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T, N, B. Dann gilt

T =kN,
N = - kT + 7B,
B' = —-1N
oder
T 0 k 0 T
Nl l=|-« 0 7 N
B’ 0O -7 0 B

Beweis. Nach Lemma 4.17 wissen wir, dass die Matrix schiefsymmetrisch sein muss.
Nun gilt T = o’ und T" = o” = kN nach Definition von x und N. Weiterhin nach
Definition gilt 7 = (N’, B). Somit ist die Matrix eindeutig bestimmt. O
Theorem 4.20. Sei o € C? (I, R?’) nach der Bogenlinge parametrisiert.

(i) Ist k =0, so ist a(I) Teilmenge einer Geraden.
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(ii) Ist a« € C* und eine Frenetkurve mit T =0, so liegt a(I) in einer Ebene.

Beweis.
(i) Aus k = 0 erhalten wir o’ = 0. Integrieren liefert a(s) = p + sv fiir p,v € R3.
(ii) Nach Annahme und den Frenetgleichungen erhalten wir B’ = 0. Also gilt
B(s) = b fiir ein b € S* € R3. Mit o/ = T L B erhalten wir (a(s),b)’ =
(a/(s),b) = 0. Somit ist («a(s),b) konstant und wir schliefen a(I) C {x €
R3: (x,b) = a} fiir ein a € R. O

Theorem 4.21. Seien k € C1(I) mit k > 0 und w € C°(I) gegeben. Dann gibt es
eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve o € C3 (I, R?’) mit Kriimmung kK =
k und Torsion T = w. Bis auf eine orientierungserhaltende FEuklidische Bewegung
ist a eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei T, N, B eine C'-Losung des Differentialgleichungssystems

T 0 k0 T
Nl=|-k 0 w N
B’ 0 —w 0 B

mit gegebenen Anfangswerten T'(sp) = e1, N(sg) = e2 und B(sg) = ez. Diese
existiert nach Picard-Lindeltf. Nach Lemma 4.17 bilden diese Vektoren fiir jedes

s eine Orthonormalbasis. Setze a(s) := [T(0)do. Dann ist a € C? (I,R?), da
S0

T € C! ist und ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Wir erhalten o/ = T' und
o' =T = kN. Damit folgt ¥ = x und N ist die Hauptnormale an «. Wegen
k,N € C! erhalten wir a € C3. Es gilt det(T, N, B) = 1. Zunichst ist dies fiir
s = sg klar und folgt dann allgemein aufgrund der Stetigkeit und dass die drei
Vektoren stets eine Orthonormalbasis bilden. Somit ist B der Binormalenvektor an
die Kurve a. Wegen 7 = (N’, B) = w ist die Torsion wie angegeben.
Zur Eindeutigkeit: Nach einer Euklidischen Bewegung diirfen wir annehmen, dass
eine beliebige Losung 8 mit 7', N und B in sq
T=T, N=N, und B=B

erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichun-
gen gilt dann iiberall (T, N,B) = (T,N ,B) Nach Integration sehen wir, dass
B(s) — a(s) = B(so) — asp) konstant ist. Somit stimmen « und S bis auf eine
Euklidische Bewegung iiberein. O
Definition 4.22. Sei a € C? (I,R3) regulir. Sei & := ao: J — R3 eine rich-
tungstreue Umparametrisierung nach der Bogenlédnge. Definiere

(i) die Kriitmmung (t) := &(¢~1(¢)) von a.

(ii) das Frenetdreibein T'(t) := T(¢~1(t)), N(t) := N(p1(t)), B(t) :== B(p~1(t))

fir k # 0.

(iii) die Torsion 7(t) := 7o p~1(¢t) fiir € C3 und & # 0.
Lemma 4.23. T, N, B, k und 7 sind wohldefiniert und es gilt fiir beliebige rich-
tungstreue (4 ) oder richtungsumkehrende (,— ) Umparametrisierungen 8 = aop
vON Qv

Tg=£Tyop, Ng=Nyoyp, DBg=xB,0¢p,
Kg=Kqo@ und Tg=Ty0®.

Beweis. Jede regulidre C'-Kurve liisst sich nach Theorem 3.8 nach der Bogenlinge
parametrisieren. Daher kénnen wir die Definition 4.22 verwenden.

Seien nun @;: J; — I zwei orientierungserhaltende Parametertransformationen,
so dass a; 1= aoy; jeweils nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Dann sind apfl o
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p2 und @y Loy jeweils von der Form s — s+ sg, bei nicht orientierungserhaltenden
Transformationen auch von der Form s — +s+ sg. Die Groéflen aus Definition 4.22
sind wohldefiniert, es gilt ndmlich

def.
T(t) = (ao @1)/‘¢;1(t)

=(aopzopy  opr)| -1
o / -1 !
=(a0p2)| 100071 (s) ° (3" 0 p1) ooty (Produktregel)
==+1
=+ (ao 902)/'90;1(75)
und analoge Rechnungen funktionieren auch fiir die anderen Groflen.
Sei nun 3 = « o p beliebig. Mit zwei orientierungserhaltenden Transformationen

¢q und @g konnen wir annehmen, dass 5 o ¢g und o o ¢, nach der Bogenlinge
parametrisiert sind. Ahnlich wie bei der obigen Rechnung erhalten wir

Ts(t) 2(50%’6)%;1@)
— A
- (aocpa ogpal ocpogaﬂ) |‘P51(t)

_ i
:(aowa)Lp;lOSOOS@EO‘PEI(t) : (@al OSDOSD/B) Lpgl(t)
=+1
= iTaLp(t)a

da B o g und a o ¢, nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Wegen o g =
(a0 pa)o(patopopg) ist der Term in der letzten Klammer wieder von der Form
s — £s+ sg.

Argumentation fiir die anderen Gréfien: Ubung. (|

Lemma 4.24. Seia € C? (L R3) eine regulire Kurve. Dann gelten fir Kriimmunyg,
Frenet-Dreibein (im Falle k # 0) und Torsion (im Falle k # 0 und o € C3)

B |O// _ <a//’T>T| B |Oé”|2 _ <OCN7T>2 B |Oé/ X Oé//|
- o2 a o2 R
T B a/ N B all _ <a//7T>T B a/ X a//
| e =, )T T o x o
und
det(o/, a//7 O///) det(o/, Oz", O/")
T = =
|O/|2 . ‘O/’ _ <O//,T>T|2 |O/ X O/’|2
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe. O

Lemma 4.25. Sei o € C?(I,R®) regulir und F(x) := Sz + a eine Euklidische
Bewegung mit S € O(3) und a € R3. Dann ist & := F o « ebenfalls regulir und es
gilt

(i) K=k,

(ii) T=ST, N=SN, B=detS-SB,

(iii) 7 = det S - T,

wobei o fiir Aussagen iiber N und T sogar eine C3-Frenetkurve sei.

Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven
zu zeigen. Sei also a ohne Einschrinkung nach der Bogenlinge parametrisiert. Es
gilt

(Foa) =Sd/, und (Foa)"=5a".
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Mit S € O(3) und k = |o| erhalten wir # = x und T = ST. Somit ist & eine
Frenetkurve, wenn « eine solche ist. Wir erhalten N = SN. Somit gilt B = £SB

und wegen det(T, N, B) = 1 < det (f, N, B) erhalten wir aus dem Determinanten-

multiplikationssatz B = det S - SB. SchlieBlich folgt nach Definition 7 = <N ''B > =
det S(SN',SB) =det S - 7.

Wir kénnen auch fiir Raumkurven eine lokale Normalform angeben:

Beispiel 4.26 (Lokale Graphendarstellung einer Kurve). Sei 8 € C3 (I ,R3) eine
Frenetkurve, ohne Einschrankung 0 € I. Nach einer orientierungserhaltenden Iso-
metrie des R3 diirfen wir T(0) = e1, N(0) = e3 und B(0) = ez sowie 3(0) = 0
annehmen.

Wir kénnen den Beweis von Theorem 4.5 verwenden und erhalten ein § > 0
und eine Funktion u: (—§,0) — R? mit u(0) = 0, so dass a: x — (x,u(z)) eine
Umparametrisierung von 3 ist. Es gilt

o (2) = (1, (2), o(z) =(0,u"(z)), o(x)=(0,u"(z)).

— (@) ) — . . :
Aus T'(z) = T erhalten wir v/(0) = 0. Fiir die Kriimmung erhalten wir

< /7 //>2
() = lu”|2 — 1“+|IL,|2 _ VO F WP T = (W, uy?
1+|u/|2 (1+ |u/|2)3/2

Im Punkt 2 = 0 erhalten wir x£(0) = |u”(0)] und e = N(0) = \3:ES§I = (0,:;;)()0)).

Wir differenzieren die Formel fiir (z) und erhalten
ul/ O 7u/// O
H/(O) = <(,2(0)()> _ <(07U/N(0))T762> _ <u'"(0), (170)T>'
Als Torsion erhalten wir

0) = det (e1, x(0)ez, (0,u(0))")  (w(0),(0,1)) ((0,u"(0))T, e3)

7(0) #(0)2 O #(0)

Sei nun a € C? eine Frenetkurve. Aus der Taylordarstellung erhalten wir durch
Koeffizientenvergleich

a(zr) = (z,u(z)) = ve; + %zzn(())ez + %xs ('(0)es + 7(0)k(0)es) + o (\x|3) )

4.3. Langenvergleich und der Satz von Fenchel. Die folgenden beiden Theo-
reme sind fiir den Beweis der Fenchelschen Ungleichung nétig.

Definition 4.27. Ein Grofikreis ist der Schnitt einer Ebene durch den Ursprung
mit S? C R3. Beachte: Durch zwei verschiedene Punkte auf S? gibt es genau einen
Grofikreis.

Theorem 4.28. Seiv: [a,b] — S? C R? stiickweise von der Klasse C'. Dann gilt

(4.4) L(v) =2 <(v(a),v(b)).
Bei Gleichheit durchliuft v einen Grofkreisbogen von y(a) nach y(b) ohne Rich-
tungsumkehr.
Beweis. In Polarkoordinaten erhalten wir die Sphire S? als
sin - cos
sind -sinp | = X (0, p): ¥ € (0,7, €R
cos ¥

Da (r,d,¢) = r- X(¥,p) fir r > 0,0 < ¥ < 7 und ¢ € R ein lokaler Diffeomor-
phismus ist, gibt es zu jeder stiickweisen C'-Kurve a: I — S? C R3 eine stiickweise
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Cl-Kurve w : I — (0,7) x R mit X ow = a, falls (0,0,41) ¢ im« ist: Beachte
dazu dass r, der Abstand zum Ursprung, nicht auftaucht, da dieser stets konstant
gleich eins ist. Aufgrund des Satzes {iber implizite Funktionen existiert solch eine
Abbildung w zunéchst nur lokal. Da aber w bis auf Addition von Vielfachen von
27 in der zweiten Komponente wohldefiniert ist, kénnen wir dies korrigieren und
erhalten die gesuchte Funktion. Schreibe w(z) = (V(x), ¢(x)).

Wir unterscheiden nun drei Félle: v(a) = v(b), v(a) & {7(b), —v(b)} und v(a) =
—v(b). Im ersten Fall gilt klarerweise (4.4). Falls L(y) = <t(y(a),7v(a)) = 0 gilt, so
folgt 4 = 0 bis auf endlich viele ¢ € [a, b]. Also folgt v(t) = y(a) fiir alle ¢ € [a, b],
was in diesem Fall dem Grofikreisbogen von v(a) nach «y(a) entspricht.

Wir betrachten nun den zweiten Fall. Orthogonale Transformationen lassen beide
Seiten der Ungleichung (4.4) invariant. Wir kénnen also annehmen, dass y(a), y(b) ¢
{(0,0,-1),(0,0,1)}, ¥3(a) < v3(b) und ¢(a) = ¢(b) gelten. Sei

ag := inf{t € [a,b] : Vs € [t,b] ist v3(s) > v3(a)},
sowie
bo 1= sup{t € [ag,b] : Vs € [ao, ] ist v (s) < ~*(b)}.

Somit gilt im v?|(a, 0] = [¥*(a), ¥*(b)]. Sei 7 := 7| [ag,bo]-
Da (0,0,+1) € im 7 gilt, gibt es eine stiickweise C'-Funktion

w: ag,bo] = (0,7) x R, w(t) = (I(t), p(t)),
mit Y(t) = X (9(t), p(t)) fiir alle t € [ag, bo]. Setze
ﬁ: [CL(), bO] _>827

B =X (9(¢),0).
Dann gilt
bo
~ d 0X di(t) 0X dp(t)
= — X (¥(t) —=| dt
/’dt((’ ’ /’aﬁdt @dt’
0X di(t
- [t [ fxoo.o] a0,
da
cos ¥ - cos p —sind - sinp
%: cos?-sinp | L [ sind-cosep :g—X
—sind 0 ®
fiir alle (9, ¢) € (0,7) x R gilt und
0X 0X
550000 = |55 0.0 =1,

Wir haben also zwei Kurven, 4 und 8, die beide die Kreise im X (9(ag), ) und
im X (¢(bo), -) miteinander verbinden. Die obige Abschiitzung liefert, dass L(§) >
L(B) gilt.

Nun gilt ausserdem

L(8) = / b

dX dv bo g9
- > _— — .
90 di dt > LO a dt = 19([)0) 19((10)
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Andererseits ist fiir beliebiges ¢y € R

UX(I(bo), o), X (F(ao), o)) = arccos(X (J(bo), vo), X (I(ao), v0))
= arccos(sin ¥(ag) - sin(bg) + cos ¥(ag) - cos V(b))
= arccos(cos(d(bo) — ¥(ao)))
= [9(bo) — ¥(ao)| = ¥(bo) — V(ao).

Auf 8 angewandt erhalten wir

L(v) = L(7) = L(B) = ¥(bo) — F(ao) = <(v(a),(b)).

Wenn iiberall in den obigen Ungleichungen Gleichheit gilt, dann erhalten wir aus
L(B) = 9(by) — Y¥(ap), dass 9 > 0 bis auf endlich viele Punkte gilt. Dann folgt aus
L(3) = L(B), dass B“git) = 0 bis auf endlich viele Punkte gilt und somit 4 auf einem
GroBkreis durch y(ag),v(bg) verlduft. Schliellich erhélt man aus L(vy) = L(¥) auch
~(t) = v(ap) fiir alle ¢ € [a,ap] und y(t) = y(bo) fiir alle ¢ € [by, b]. Also liegt v auf
einem GroBkreis durch «(a),y(b).

Wir miissen noch den Fall y(a) = —v(b) betrachten. Sei oBdA ~(a) = (0,0, —1)
und sei v nach der Bogenlénge parametrisiert. Dann gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz ein tg € (a,b) mit v3(¢g) = 0, so dass

™

<(7(a),7(to)) = <(v(to), 7 (b)) = 5

gilt. Wir wenden den zweiten Fall auf |4+, und 7[5 an und erhalten

L(v) = L(Vljasto]) + L(Wit0,0) = 7 = <(y(a),v(D))-

Weiterhin kann Gleichheit nur gelten, falls |(, ., einen Grofikreisbogen von v(a)
nach (o) und 7|, 5 einen GroBkreisbogen von 7(tg) nach ~(b) durchlduft, somit
durchléuft bei Gleichheit v einen Grofikreisbogen von 7(a) nach (b). O

Lemma 4.29. Seivy: [a,b] — S* C R? eine geschlossene stiickweise C'-Kurve mit
L(y) < 2m. Dann liegt v komplett in einer Halbsphdre, d.h. in einer Menge der
Form {x € S: (z,e) > 0} fiir ein e € S?. Ist L(y) < 27, so gibt es ein e € S mit
(y(t),€e) > 0 fiir alle t € [a,b], v liegt also sogar im Inneren der Halbsphdre.

Beweis. Wihle 7 € [a,b] mit L(v|ja,7) = L(V[[rp) = L(7)/2. Setze p := v(a) und
q = (7). Ist <t(p,q) = m, so gilt L(y) > 2m, also nach Voraussetzung L(7y) = 2.
Nach Theorem 4.28 liegen daher ([, ;] und 7|, auf GroBkreisen. Als e kann man
eine der Normalen wihlen, die zu den Ebenen gehoren, auf denen die Grofikreise
liegen.

Sei daher ab jetzt <t(p,q) < 7. Sei ohne Einschrinkung p # ¢. Sei e der Mittel-

punkt des kiirzeren Grofikreisbogens von p nach ¢, e = |§ igl Nach einer Drehung

diirfen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass e = e3 gilt. Dann ist p = (p', p?, p?)
mit p* > 0 und ¢ = (¢*,¢% ¢%) = (—p', —p* p%).

Nun gilt entweder (y(¢),es) > 0 fiir alle ¢ € [a, 7] oder es gibt ein ¢ty € (a,7) mit
(v(to),e3) = 0. Im zweiten Fall definieren wir S: R® — R? durch S(z!, 22, 23) :=

(2!, 22, —23) und

o (@) fiir t € [a, to],
) = {S’y(t) fiir ¢ € [to, 7).

Dann ist 7 eine stiickweise C1-Kurve mit (a) = p und 5(7) = S(q) = —p. Nach
Theorem 4.28 erhalten wir
L(v) = 2L(Y|@a,7)) = 2L(¥) = 2.

Wir erhalten L(y) = 27 und nochmals nach Theorem 4.28 durchlduft 4 einen
halben Grofkreis von p nach S(q) = —p. Also ist (3(t),e3) > 0 fiir ¢t € [a, o] und
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(3(t),es3) <0 fiir t € [tg,b]. Also gilt (y(t),e3) > 0 fiir alle ¢t € [a, 7]. Eine analoge
Aussage erhalten wir fiir t € [7,b].

Insgesamt folgt also, dass entweder (y(t),e3) > 0 fiir alle ¢ € [a,b] gilt oder es
gilt (y(t),es) > 0 fiir alle ¢ € [a,b] und L(y) =2

.

O

Theorem 4.30 (Fenchel). Sei a: [0, L] — R? nach der Bogenlinge parametrisiert
und C2-geschlossen. Dann gilt

L
/H(S) ds > 27
0

mit Gleichheit genau dann wenn « eine ebene, einfach geschlossene, konvere Kurve
15t.

Beweis. Sei a: [0, L] — R? eine C?-geschlossene Kurve mit |o/| = 1. Dann ist
v:[0,L] -S% C R?,

s a/(s)

eine C'-geschlossene Kurve. Sei e € S2. Es gilt
L L p
[oreds= [ flas).e)ds = fa(L).e) - (a(0).e) 0.

0 0

Somit gibt es keinen Vektor e € S? mit (v(s),e) > 0 fiir alle s € [0, L]. Nach Lemma
4.29 gilt daher L(vy) > 27. Wir erhalten also fiir die Kriimmung s der Kurve «

L L L
/n(s)ds:/|o/’(s)\ds:/|fy’(3)\ds:L(7) > o
0 0 0

Dies zeigt die Behauptung.

Lediglich die Aussagen fiir den Fall, dass die Totalkriimmung gleich 27 ist, sind
noch zu zeigen.

»,<="%“ Wenn « eine ebene, einfach geschlossene, konvexe Kurve ist, so hat die
(ebene) Kriimmung . der Kurve ein festes Vorzeichen (siehe Ubungsaufgabe), d. h.
es gilt o0BdA k. = |ke|. Laut dem Hopfschen Umlaufsatz ist die Totalkriimmung
gleich £27, woraus folgt, dass die Raumkriimmung der Kurve

L
(4.5) /0 k(s)ds = 2w

erfiillt.
,="“: Sei also nun « eine C'?-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve, welche die Gleichung (4.5) erfiillt. Nach Lemma 4.29 gibt es dann ein e € S?

L
mit (y(s),e) > 0 fiir alle s € [0, L]. Aus [(y(s),e)ds = 0 folgt daher (y(s),e) =0
0

fiir alle s € [0, L]. Also ist 4 (a(s),e) = (v(s),e) = 0 und im « liegt in einer Ebene
{z: (x,e) = c} fiir ein c € R.

Wir zeigen nun, dass a/jo, 1) injektiv ist. Falls nicht, so gibt es ohne Einschrénkung
ein 7 € (0, L) mit a(0) = a(7). Wir behaupten, dass L(7y|j ) > 7 gilt. Wire dem
nicht so, so kénnten wir ein o € (0, 7) mit L(7v|j,07) = L(V|[s,r)) < 7/2 wihlen. Wir
setzen e := y(0) und erhalten nach Theorem 4.28 (7(s),e) > 0 fiir alle s € [0, 7].
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Andererseits ist
-

/W(S)»e) ds = {a(1),e) — (a(0),e) = 0.

Somit ist (y(s),e) = 0. Dies liefert fiir s = o einen Widerspruch. Wir schliefien,
dass

L(vy) = L(’Y|[O,7—]) + L(’Y|[7—,L]) >T+7m=27

ist. Dies widerspricht der Annahme L(y) = 2m. Daher ist a|j,z) wie behauptet
injektiv.

Die Kurve ist auch konvex, denn es gilt aufgrund des Hopfschen Umlaufsatzes
(oBdA sei die Totalkriimmung gleich 27)

L L
27 = / Ke(s)ds < / k(s)ds = 2.
0 0

Somit folgt e(s) = k(s) = |ke(s)] fiir alle s € [0, L] und die Ubungsaufgabe 4.1
zeigt, dass die Kurve konvex ist. O

5. FLACHEN

5.1. Immersierte und eingebettete Flichen. Wir mochten zunéchst eine an-
schauliche Definition von Flichen geben, die allerdings fordert, dass eine Fliche
sich nicht selbst durchdringt. Diese Definition betrachtet Flichen als Teilmengen
eines Raumes.

Definition 5.1 (Untermannigfaltigkeiten). Eine Teilmenge M C R3 heifit zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit oder eingebettete Fliche der Klasse C* fiir ein
k € Ny U {oc}, falls es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R? von p und
eine offene Umgebung V C R3, sowie einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V mit
e(UNM)=Vn(R?x {0}) gibt.

Beispiel 5.2. Sei Q C R? offen und u € C*(2). Dann ist
graphu := {(z,u(z)): z € Q}
eine zweidimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R3.

Beweis. Zu p = (z,u(x)) € M kénnen wir stets U = Q x R und ¢: U — R3 mit
¢ (2t 2%, 2%) == (2!, 22, 2% — u (2',2?)) wihlen. Die Behauptung folgt dann aus

dem inversen Funktionentheorem. O

Aus diesem Beispiel ldsst sich auch leicht folgern, dass sich eine Menge, die sich
lokal nach einer euklidischen Bewegung als Graph darstellen lisst eine Unterman-
nigfaltigkeit ist, da die Eigenschaft eine Untermannigfaltigkeit zu sein eine lokale
Eigenschaft ist.

Lokal l&sst sich eine eingebettete Fliche nach einer euklidischen Bewegung auch
als Graph darstellen:

Theorem 5.3. M C R? ist genau dann eine eingebettete Fliche der Klasse C*,
k € Ny U{oc}, falls es zu jedem p € M eine euklidische Bewegung B : R? — R3
mit B(p) = 0 und offene Mengen 0 € 2 C R? und 0 € I C R, sowie eine Funktion
u € CH(Q, I) mit

BM)N (2 xI)={(z,u(z)):z e Q}.

gibt.
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Beweis. ,—>“: Sei p € M und seien U,V,p wie in der Definition von Unter-
mannigfaltigkeiten. Dann gibt es eine Euklidische Bewegung B~!: R? — R3 mit
B~Y(0) = p, so dass 52 (¢*0 B~1)(0) # 0 gilt. Nach dem Satz {iber implizite Funk-
tionen gibt es offene Mengen 0 € Q € R%2 und 0 € I C R sowie u € C*(Q, 1), so
dass fiir g € Q x I
¢ 0B Hq) = 0= ¢’ =ulq',¢%)
gilt. Dies entspricht der Behauptung.
»<=": Dies folgt aus Beispiel 5.2. O

Wir wollen eine weitere niitzliche Charakterisierung von eingebetteten Flichen
angeben:

Theorem 5.4. M C R? ist genau dann eine eingebettete Fliche der Klasse C*,
k € Ny, falls es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R3 und eine Funktion
f € CHU) mit

(i) MNU = f~1({0}) und

(i) Df(q) # 0 fir alleq e U
gibt.

Beweis. ,,=—>“: Sei p € M. Seien U, V, ¢ wie in der Definition der Untermannigfal-
tigkeit. Sei f := ¢3. Dann folgen direkt (i) und (ii), da ¢ ein Diffeomorphismus ist.
,<="%“:Sei p € M. Nach einer euklidischen Bewegung kénnen wir annehmen, dass
% f(p) # 0 gilt. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt sofort, dass sich M
in einer Umgebung von p als Graph darstellen liasst. Die Behauptung folgt nun aus
Theorem 5.3. U

Beispiel 5.5.

(i) Die Sphire S? := {# € R3: |z| =1} oder allgemeiner ein Ellipsoid, welches
durch Z—z+z—2+'z—z = 1 mit a,b,c € R beschrieben wird, sind zweidimensionale
C®°-Untermannigfaltigkeiten des R3:

- 2 2 2
Wihle Q :=R3\ {0} und f(z,y,2) =% + & + % — 1.

(ii) Ein Hyperboloid, welches durch —z? — y2? 4+ 22 = 1 beschrieben wird, ist
eine nicht-zusammenhéngende, zweidimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit
des R3:

Wihle  := R3\ {0} und f(z,y,2) := —2? —y* + 2% — 1.

Wir betrachten Flachen nun als Abbildungen, wobei wir jetzt auch zulassen, dass
sich eine Fliache selbst durchdringen kann.

Definition 5.6. (Immersion). Sei 2 C R offen. Eine Abbildung X € C* (Q,R),
k € Ny U{oc}, heiBt eine (regulir parametrisierte) n-dimensionale C*-Fliche oder
n-dimensionale Immersion der Klasse C¥, falls rang DX (x) = n fiir alle z € () gilt.
Wir schreiben auch dX fir DX und dX, fir DX(p) fir p € Q. Die Bedingung an
den Rang bedeutet, dass die Vektoren

0X 0X

fiir alle p € Q linear unabhéingig sind.
Ist I =n+ 1, so heiBt X: Q — R** Hyperfliche.
Ist n = 2, so heifit X: Q — R! Fliche.

Nun koénnen wir einige interessante Strukturen auf Flichen definieren.

Definition 5.7. (Tangentialraum, Einheitsnormale). Sei 2 C R" offen und X eine
Ck-Immersion, k € N, U {co}.
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(i) Der Unterraum

T.X =imDX(z) = {dX,(v) :veR"} = <3X 0X >

heifit Tangentialraum von X im Punkt x € Q. X (x)+1im DX (z) heifit affiner
Tangentialraum.

(ii) Betrachte ab jetzt nur noch Flichen, also Immersionen X : Q — R3 mit Q C
R? offen. Eine stetige Funktion v:  — R3 heiit Finheitsnormale an die
Hyperfliche lings X, falls |v(z)| = 1 und v(z) L im DX (z) fir alle z € Q
gelten.

Ist Q zusammenhéngend, so gibt es genau zwei Einheitsnormalen lings X,
némlich

. X (1‘) XXQ(Z‘)
v Q5 SPc R mit vz ::il—7
@) =% @) * Xa(@)
o0X

wobei wir die Abkiirzungen X;(x) := 3= (v) verwendet haben.

Die Formel fiir die Normale gilt speziell fiir Flichen im R3, da wir das Kreuz-
produkt ,, x“ benutzt haben. Alle weiteren Resultate dieses Kapitels lassen sich
leicht auf n-dimensionale Hyperflichen im R”*! iibertragen. Eine Ubertragung auf
I > n+1 ist komplizierter; z. B. ist dann eine Einheitsnormale nicht mehr bis auf das
Vorzeichen eindeutig bestimmt (vergleiche dies mit der Situation von Raumkurven).

Beispiel 5.8 (Graphen). Sei Q C R? offen. Sei u € C*. Dann ist der Graph von u,
graphu, das Bild der parametrisierten Fléiche

X:Q —R3,
X(z) = (z,u(z))T € R? x R.
1 0
Es gilt DX (z) = (X1,X2) = | 0 1 ]. Die Bedingung rang DX (x) = 2 ist
Uy U2

offensichtlicherweise fiir jede C'-Funktion u erfiillt. Eine Normale ist durch v(z) =

(Du771)
v/ 14|Du|?
Normale mit (v, e3) < 0, verwenden. Beachte: Dies ist genau die umgekehrte Wahl
des Vorzeichens verglichen mit ebenen graphischen Kurven. Die Unterschiede sind
historisch bedingt.

gegeben. Bei Graphen wollen wir stets die ,untere“ Normale, d.h. die

Beispiel 5.9 (Rotationsflichen). Sei a: (a,b) — {z € R*: 2? =0 und z' > 0} ei-
ne Kurve in der ,rechten® Halbebene der x' — x3-Ebene. Schreibe

a(t) = (r(t),0,h(t)).

Durch Rotation um die #3-Achse erhalten wir eine Fliche X : (a,b) x R — R? mit

cosp —sing 0 r(t) r(t) cos
X(t,p)=|sing cosp O 0 | =1|r)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Ubung: Uberpriife, dass dies eine Fliche ist und bestimme eine Normale.
Wir geben noch Parametrisierungen fiir zwei bekannte Rotationsflichen an:
(i) Zylinder: Erhilt man durch Rotation der Kurve o : R — R3, ¢+ (1,0, ).
(ii) Torus: Sei 0 < r < a. Dann erhélt man einen Torus durch Rotation der Kurve
a:R —=R3 trs (rcost+a,0,rsint).

Lokal sind parametrisierte Flichen auch eingebettete Flachen. Global stimmt
dies nicht, ein Gegenbeispiel wire die ,,8“xR.
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Theorem 5.10. Sei X: Q — R3 eine requldre C?-Fliche mit Normale v. Dann
gibt es zu jedem Punkt xo € € eine Umgebung §) von xg, so dass im X|¢ eine
eingebettete Fldche ist.

Beweis. Definiere F: Q x R — R3 durch
F(xz,t) == X(z) + tv(x).

Dann ist DF(xg) durch eine invertierbare (3 x 3)-Matrix dargestellt. Somit gibt
es nach dem Satz von der inversen Abbildung eine Umgebung der Form QO x
(—¢,€) von zg x {0}, so dass Flg, . . ein Diffeomorphismus auf das Bild U :=

—e,e

F (Q X (75,5)> ist. O

Wir kénnen ebenfalls zeigen, dass eingebettete Flachen lokal auch parametrisierte
Fléachen sind:

Definition 5.11. Sei M C R? eine zweidimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
k € N,. Eine lokale C*-Parametrisierung von M nahe xy € M ist eine C*-
Abbildung X: Q — M C R? mit 2 € im X, wobei Q C R? offen ist, X injektiv ist
und rang dX, = 2 fiir alle x € Q gilt. Q heift Parametergebiet und V := X (Q) C M
heiit das Kartengebiet von X. Die Abbildung X ~': V — Q heifit Karte.

Theorem 5.12 (Existenz und Eigenschaften von Karten). Sei M C R? eine zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® der Klasse C* mit k € Ny U{oo}. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Zu jedem p € M gibt es eine lokale C*-Parametrisierung X : Q — X (Q) =V
nahe p. Sei p: V. — Q die dazugehorige Karte.

(ii) Ist X: Q — X(Q) =: V eine lokale C*-Parametrisierung, so ist V relativ
offen in M. Die dazugehérige Karte X1V — Q ist stetig und somit ist
X:Q =V ein Homéomorphismus.

(iii) Seien p;: V; — Q;, i = 1,2, Karten von M. Dann ist der Kartenwechsel

paopi i p1(VinVe) = ¢y H(ViNVa)
ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis.

(i) Theorem 5.3 liefert uns zu p € M eine euklidische Bewegung B, so dass
B(M) lokal um p als Graph einer C*-Funktion u darstellbar ist. Dann ist
X:Q — R3 mit X(q) := B~(q,u(q)) die gesuchte Parametrisierung und es
gilt X(0) =p € X(Q).

(ii) V ist relativ offen, da F(z,t) := X(z) + tv(x) ein lokaler Diffeomorphismus
nahe ¢t = 0 ist. F~! ist ebenfalls ein lokaler Diffeomorphismus. Somit ist die
Einschrinkung X ! stetig und die Behauptung folgt.

(iii) Betrachte die lokalen Parametrisierungen X := ¢;* und Xy := ¢, '. Deren
Fortsetzungen X;(x,t) := X;(x) + tv(z) sind wiederum lokale Diffeomorphis-
men. Dies gilt auch fiir die Verkniipfung X{ ' X, und daher auch fiir die
Einschriinkung auf ¢ = 0, also fiir 50 *. Da Parametrisierungen und damit
auch Karten (globale) Homéomorphismen sind, ist 3 0 o7t @1 (Vi NVa) —
©5 (V1 NVa) auch ein (globaler) Diffeomorphismus. O

Dieses Theorem zeigt insbesondere, dass eine zwei-dimensionale C*-Unterman-
nigfaltigkeit des R? auch eine C'*-Mannigfaltigkeit ist. Wir koénnen nun insbesondere
aufgrund der dritten Eigenschaft die Differenzierbarkeit von Abbildungen auf einer
Untermannigfaltigkeit definieren:
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Definition 5.13. Sei M C R3 eine zwei-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R? der Klasse C* mit k € N, U{oo}. Sei f: V — R, V C M offen, eine Abbildung
und p € M. Wir sagen, dass f in p von der Klasse C! mit [ € N} U {oo}, | < k, ist,
falls fiir eine lokale C*-Parametrisierung X von M nahe p die Abbildung f o X in
X~1(p) von der Klasse C" ist.

Falls wir immersierte Flidchen betrachten, so sollten die darauf definierten Struk-
turen unabhéngig von der konkreten Parametrisierung sein. Das eben bewiesene
Theorem legt die folgende Definition nahe.

Definition 5.14. Sei X: Q — R? eine C''-Fliche. Dann heift X: Q) — R3 Umpa-
rametrisierung von X, falls es einen Diffeomorphismus ¢: 2 — Q mit

X:Xosa

gibt.

Der Diffeomorphismus ¢ ist i. a. nicht eindeutig bestimmt, wenn X nicht bereits
injektiv ist. Z.B. stimmen X (t,9) = (cosd,sind, t), (t,9) € R?, und X o ¢} mit
o(t,9) = (t,9 + 27k) fiir alle k € Z iiberein.

Auf der Menge der parametrisierten C'-Fliichen ist die Relation

X ~X <= X ist eine Umparametrisierung von X

eine Aquivalenzrelation.
Fiir C*-Flichen und C*-Diffeomorphismen verwenden wir analoge Definitionen.

Wir mochten nun noch eine anschauliche Darstellung des Tangentialraums fiir
eingebettete Flichen nachweisen. Hierzu zunéchst die folgende Definition:

Definition 5.15 (Tangentialebene). Sei M C R? eine zweidimensionale C''-Un-
termannigfaltigkeit des R3. Dann heit V' € R?® Tangentialvektor in p € M, falls
es eine Kurve v: (—¢,¢) — M mit v(0) = p und 4/(0) = V gibt. Die Menge aller
Tangentialvektoren in p bezeichnen wir als Tangentialraum im Punkt p € M, T, M.

Das folgende Theorem zeigt nun, dass die zwei Definitionen des Tangentialraums
iibereinstimmen.

Theorem 5.16. Sei M C R? eine zweidimensionale C'- Untermannigfaltigkeit des
R3. Dann ist T,M ein Unterraum von R3 und es gilt

(i) T,M = imdX, = T,X fir eine lokale Parametrisierung X: Q — M mit
X(x) =p.

(ii) T,M = kerdf,, falls M NU = f~1({0}) fiir eine offene Menge U mit p € U
und fir f € CY(U) mit df #0 in U gilt.

Beweis. Sei X(x) = p. Die Inklusionen imdX, C T,M C kerdf, folgen direkt
nach Definition. Wegen dimimdX, = 2 und dimkerdf, = 2 gilt jedoch iiberall
Gleichheit. O

6. INDUZIERTE METRIK

Wir méchten nun eine Gréfle definieren, welche intrinsisch die Lénge von Tangen-
tialvektoren mifit, d.h. wir mochten Léngen messen, ohne uns auf den umliegenden
Raum R3? beziehen zu miissen. Sei Q@ C R? offen und X : Q — R? eine injektive
Cl-Immersion. Dann lisst sich jede C'-Kurve 7 : [a,b] — R? mit im5 C X (Q) um
jedes t € (a,b) als ¥y = X oy mit v € CH([t — &,t + €], ) darstellen fiir ein & > 0.
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Somit erhalten wir

3 3 2
P = D2 0as73 = 37 3 dapXPH XY
«a,Bf=1 a,B=11,j=1
2
= gy = 1312,
i,j=1

wobei wir g;; 1= 22,5:1 5aﬁXf‘Xf gesetzt haben. Wir kénnen also die euklidische
Lénge des Tangentialvektors an die Kurve 4 bestimmen, indem wir die Lénge des
entsprechenden Tangentialvektors von « beziiglich der auf dem Tangentialraum in-
duzierten Metrik (g;;) messen. Dabei haben wir die Komponenten von Vektoren im
R? mit griechischen Indices bezeichnet und die Euklidische Metrik des R? mit dnp.
In der Differentialgeometrie ist es iiblich, die Einsteinsche Summenkonvention zu
verwenden. Hierbei wird iiber doppelt auftretende Indizes summiert. Beispielsweise
schreiben wir
915 = 917" = 6ap X4 X7,

Die Einsteinsche Summenkonvention erfordert hier also eine Summation iiber mehr-
fache griechische Indices von 1 bis 3, wihrend mehrfache lateinische Indices von 1
bis 2 summiert werden. Es ist {iblich, lateinische Indices fiir GréBen im Definitions-
gebiet und griechische Indices fiir Groflen im Zielraum zu verwenden.

Definition 6.1 (Erste Fundamentalform). Sei X € C! (Q,RR?) eine reguléire Fléiche
(€2 C R? sei offen). Dann heifit die Bilinearform

9o (u, v) = g(z){u, v) = (dX5(v), d Xy (u))
fiir z € Q und u,v € R? die erste Fundamentalform von X.
g € C° (2, L* (R*,R*R))

ist eine stetige Abbildung von € in den Raum der bilinearen Abbildungen R? xR? —
R. Beziiglich der Standardbasis ist g durch die Koeffizienten(funktionen)

gij: 1 =R,
gij(z) == (Xi(2), X;(2)) = (dXz(ei), dXx(e5))

fir 1 < 4,5 < 2 gegeben. Die zugehorige Matrix G = (gi5)1<s,j<2 bezliglich der
Standardbasis des R? sei G: Q — R?*2 und ist durch G(x) := dX}dX, gegeben.

Es folgt also direkt das folgende Lemma:

Lemma 6.2. Sei X € C' (Q,R?) eine (regulire) Fliche und v € C'(I,9Q) eine
Kurve. Dann gilt

L(X 09) = [ VaG@EOA O dt = [ IOl dt.

Bemerkung 6.3.

(i) Fiir jedes z € Q ist g(x) ein Skalarprodukt auf R2.
a) g(z) ist symmetrisch:

g2 (u,v) = (dXy (1), dX(v)) = (dXz(v), dXo(w)) = 9o (v, w).

Daher ist auch die Matrix G = (g;;) symmetrisch: g;; = gj; fiir alle 1 <
ij<2.
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b) g(x) ist bilinear: Seien A, u € R und vy, v, u € R%. Dann gilt
9o (A1 + pvg, u) = (dX, (Avy + pva), dX,(u))
= (MdX(v1) + pdX,(v2),dX . (u))
=MdX;(v1), dXo(u)) + p{d Xz (v2), dX o (u))
= )‘gz(vh U) + :U'gm(v% u)
Da g(x) symmetrisch ist, ist es auch in der zweiten Komponente linear.
c) g(x) ist positiv definit: Sei v € R2. Dann gilt
92(v,0) = (dXo(v), dX4(v)) = |[dXo(v)]* 2 0.
Im Falle von Gleichheit folgt aus der Dimensionsformel dimkerdX, =
dimR? — dimim dX, = 0. Also ist dX, injektiv und es folgt v = 0.
(ii) Die Abbildung dX,: (R? g(z)) — (imdXg,(-,-)gs) ist eine Isometrie zwi-
schen Euklidischen Vektorrdumen. Es gilt ndmlich
|dXo(v) |25 = g2(v,0) = [[0ll} o).
(iii) Seien u,v € R?\ {0}. Dann erfiillt der Winkel zwischen dX,(u) und dX,(v)
aufgrund der Isometrieeigenschaft
(dXo(u), dX:(v))
X ()] - [dXe (v)]
9o (u, v)
= arecos ———————— =1 L, (u, v).
[ullg(z) - V]l o) 96
(iv) Ein Skalarprodukt, das von x €  abhéingt, heifit Riemannsche Metrik auf
Q. Ist klar, an welchem z € Q das Skalarprodukt g(x){(-,-) ausgewertet wird,
schreibt man hiufig g(u,v) statt g, (u,v).
(v) Statt von der ersten Fundamentalform sprechen wir auch von der (induzierten)

Metrik, die aber etwas anderes als die Metrik d(-,-) eines metrischen Raumes
ist.

<(dX,(u),dX,(v)) = arccos

Beispiel 6.4 (Erste Fundamentalform von Graphen). Sei X mit X (z) = (z,u(x)),
x €  C R?, ein Graph. Dann erhalten wir X;(z) = (e;, u;(x)) und
9ij (%) = 05 + ui(@)u;(2).
Theorem 6.5 (Transformationsverhalten der Metrik). Sei X € C* (Q,R?) eine
reguldre Fldche.
(i) Sei p: Q= Q ein Diffeomorphismus, also X:=Xo p eine Umparametrisie-
rung von X. Dann gilt fiir die zugehorigen Metriken
92(0, ) = Gy (@) (A (v), dipa(w))

oder, dquivalent dazu, mit G = (g;;) und @¥ = %ﬁf

9ij (@) = gri(o(2)) e (2)} ().
(ii) Ist B: R® — R3 eine Euklidische Bewegung und X = Bo X, so gilt § = g.

Beweis.
(i) Es gilt

9(v,w) = (d(X 0 ¢)(v), d(X o ) (w)) = ((dX)|dp(v), (dX)]pdip(w))
= 9lo(dep(v), dp(w)).

Somit erhalten wir

Gij = 0(eire5) = glo(dp(e:), dp(e;)) = glo (0 05) = gril o ©}-
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(i) Wir stellen B in der Form Bx = Sz + a mit S € O(3) und a € R? dar. Dann
gilt dB,(y) = Sy. Also folgt
() (v, w) = (d(B 0 X),(v), d(B 0 X),(w))
=(SdX;(v), SdX,(w)) = (dX,(v),dX,(w))
= 9()(v, w). U

Bemerkung 6.6. Seien u,v € R?\ {0} beliebig. Dann hat das von ihnen aufge-
spannte Parallelogramm den Fldcheninhalt

U\ U
v—(v,— )
Cful / Jul

=Hohe

_ \/<v|u _ (v,u)ﬁu,v\m - <v,u>|iu>

= VPl = 2(u,v)? + (u,v)?

= VI[oPul? = (u, v)2.

Damit das Flachenelement nach Integration fiir affin lineare Funktionen auf recht-

eckigen Gebieten den fiir Parallelogramme bekannten Wert ergibt, setzen wir fiir
X e C'(Q,R?)

A=lu|-

dA = A(X4, X3) dztdz? = \/|X1|2|X2‘2 — (X1, X2)?dx

— /911922 — g% dr =  [det(g;;(2)) d.

Man kann zeigen, dass der damit definierte Flécheninhalt fiir injektive Immersionen
X: Q — R? mit dem zweidimensionalen Hausdorffmafl #2(im X) iibereinstimmt.

Definition 6.7. Sei X: Q — R? eine Immersion. Dann definieren wir den Fliachen-

inhalt von X als
A(X) = /\/det(gij) =: Ay(Q2).
Q

Beispiel 6.8. Sei X mit X (z) = (z,u(x)), x € Q, ein Graph. Dann gilt det(g;;) =
det(6;; + wiu;) = 1+ |Dul?> = 1 + u? + u3. Somit erhalten wir

A(X):/\/1+u%+u§:/\/1+|Du\2.
Q Q

Nun wollen wir herleiten, dass Bogenlinge, Winkel und Flécheninhalt von der
Wahl der speziellen Parametrisierung unabhéngig sind. Beachte, dass wir dazu le-
diglich das Transformationsverhalten der Metrik und nicht die Abbildung X be-
nutzen werden.

Korollar 6.9. Sei X € C! (Q,R?’) eine requlire Fliche. Sei ¢ € C* (Q,Q) ein

Diffeomorphismus und X=X o eine Umparametrisierung von X. Wir bezeichnen
die induzierten Metriken von X und X mit g bzw. g. Dann gelten die folgenden
Beziehungen fir Linge, Winkel und Fldcheninhalt:
(i) Ly(por) = Ly(y) fir alle C*-Kurven v: I — Q.
(ii) <g(p(x)) (dp(x){(v), do(z)(W)) = T4z (v,w) fiir alle v € Q und alle v,w €
R%\ {0}.
(iii) Ay(p(E)) = Ay(E) fiir alle messbaren Teilmengen E C Q.
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Beweis. Nach Theorem 6.5 gilt g(p(x))(dp(x){(v), dp(x)(w)) = §{v, w). Somit ist
ldp(@) (W) lg(oa) = Ivlla@) wnd (o) (de(@)(v), dp(x)(w)) = L) (v, w).
Nach Kettenregel gilt (¢ 0 )'(t) = dp|, )7 (t). Somit erhalten wir
Ly(por) = / ldely )Y (D)llaorcen) dt = / 17" D) lg+0)) dt = Lg()-
T T

Schliellich erhalten wir aus dem Transformationsverhalten der Metrik, der Trans-
formationsformel fiir Integrale und der Determinantenmultiplikationsformel

Ay(p(E)) = Vdet G = / Vdet G o - |detdy]
) B

(B

= [ Vaer((do)T(G o o) = A (). o
E
Beispiel 6.10. Als Anwendung wollen wir nun die Oberfliche eines Torus berech-
nen, wobei wir annehmen, dass es hierfiir geniigt, die Flidche der Parametrisierung
X :(0,27) x (0,27) — R®  (x,y) + ((a+rcosz)cosy, (a + rcosz)siny, rsinz)
zu berechnen. Hierbei sind r,a € Ry mit 0 < r < a. In dieser Parametrisierung
erhalten wir als Koeffizienten der Metrik:
g1 =72 gia=g21 =0, gos(z)= (rcosz+a)’

Somit gilt v/det g = r(r cosz + a), woraus wir schliefilen

2 2m
AX) = /0 /0 r(rcosx + a) dx dy = 27r?(sin 27 — sin 0) + ra(27)? = 47°ra.

7. ZWEITE FUNDAMENTALFORM

7.1. Zweite Fundamentalform und Weingartenabbildung. Wir weisen auch
in diesem Kapitel darauf hin, wenn sich Aussagen nicht direkt auf Hyperflichen im
R™*+! iibertragen lassen.

Definition 7.1. Sei X € C? (Q,R3) regulir mit einer Einheitsnormalen v: Q — S?
lings X. Dann heifit A mit

A(z)(v,w) == — (d*X (z) (v, w), V)
fir £ € Q und v,w € R? zweite Fundamentalform von X beziiglich v. Wie die
Metrik ist auch die zweite Fundamentalform A € C° (Q, L? (R?,R% R)) eine stetige

Abbildung von  in den Raum der bilinearen Abbildungen R? x R? — R.
Beziiglich der Standardbasis des R? hat A = (h;j)1<; j<2 die Koeffizienten

h”(x) = _<X,ij(m)v I/(.’[)>

fir 1 <4,57 <2, wobei X ;; = 833% mit dem Komma darauf hinweist, dass es
sich um partielle Ableitungen handelt. (Solange noch keine Verwechslungsgefahr

mit kovarianten Ableitungen besteht, kénnten wir auch X;; schreiben.)
Beispiel 7.2. Sei X(z) = (z,u(x)), z € Q ein Graph. Dann gilt
(Duv 71)
v=——o—o— und g;; = J;; + uu;.
Die zweite Fundamentalform ist wegen X ;; = (0, u;;) durch A = (h;;) mit
hij = =(X.ij,v) =

Ui

Vit DuP

gegeben.
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Das folgende Lemma ist eigentlich ein Resultat der Linearen Algebra.

Lemma 7.3. Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und B(-,-) mit Matrizdarstellung (b;;)
eine Bilinearform auf R™. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
S:R™ = R™ mit

B(v,w) = g(v,Sw) fiir alle v,w € R™.
Ist B symmetrisch, so ist S beziiglich g(-,-) selbstadjungiert, d. h. es gilt

g(Sv,w) = g(v, Sw) fir alle v,w € R™.

.. n .. .
Beuweis. Sei (g*7) die inverse Matrix zu (g;;), d.h. gelte > g*g;, = 6} fiir alle 1 <
] 1

i,k < n. Wir definieren S = (S’Z)1< <n durch §7 := Z /by fiir 5,0 =1,.
Wir rechnen die behauptete Gleichheit fiir Elemente der Standardbasis nach. Es
gilt Se; = Z Sl e; und daher folgt

j=1

g(ei, Ser) ngs = Z 9ij9" b1 = ZCSfbk-l = bir.
=1

7,k=1

Die Eindeutigkeit von S ist einfach einzusehen. Ist B symmetrisch, so folgt direkt,
dass S selbstadjungiert ist. O

Definition 7.4. Sei X € C? (€, R?) eine Fliche mit Normale v lings X. Sei
A = (h;;) die zweite Fundamentalform von X. Dann heifit die eindeutig bestimmte
Abbildung S(x): R? — R? mit

A(z) (v, w) = g(z)(v, Sw) fiir alle v, w € R?

Weingartenabbildung von X. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Matrixdar-
stellung

S(x)er = Sp(v)e; mit  Sp(x) = g" (x)hjx(z).
Die Weingartenabbildung S(x) ist fiir alle 2 € Q beziiglich g(x) selbstadjungiert.

Bemerkung 7.5. Im Allgemeinen ist {ej, e2} keine Orthogonalbasis beziiglich der
Metrik g(z) und die Matrix von S beziiglich der Standardbasis ist nicht symme-
trisch.

Fiir die Weingartenabbildung S ist die Matrixschreibweise S = (h;) 1<ij<2 mit

h% = g hy; iiblich. Man sagt, ein Index sei mit Hilfe der Metrik gehoben.

Theorem 7.6 (Weingartengleichung). Sei X € C? (Q,R3) requldr mit zweiter
Fundamentalform A = (hi;) und Weingartenabbildung S = (h;) beziiglich der Nor-
malen v. Dann gqilt

dv=dX-S und A(v,w)= (dv(v),dX(w))
bzw. in Koordinaten
_ Ov
a %
In dieser Notation wird G = (DX)TDX zu
9ij = ap X X}

= thk und hij <l/l, > = 5algu X’B

und aus 0 = (dX(V),v) fiir alle V € R? wird
0 = Sapr X2V
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Diese Formel gilt auch ohne V. Die Definition der zweiten Fundamentalform wird
zu

und die Transformationsformel fiir die Metrik zu X = X o  wird zu
dij = gl

Beide Schreibweisen haben Vorteile; so erleichtern weniger Indices die Uber-
sicht, wird es jedoch komplizierter, gibt es in Indexnotation weniger mogliche Miss-
verstindnisse und die Indexnotation ist bei Rechnungen meist einfacher zu hand-
haben. Es ist ratsam, beide Notationen zu beherrschen.

Beweis. Aus (v,v) =1 folgt 0 = 32 (v,v) = 2(v,1;). Es gilt

0
(v, Xi) = 55 (v X) = (v, X ji) = by = Alej, ex)
=0

— g(Se;,e) = (dX(Sey), dX (er)).

Aus der ersten Gleichung folgt (dv(v),v) = 0, aus der zweiten (dv(v),dX (w)) =
(dX (Sv),dX (w)) fiir alle v, w € R%. Die erste Behauptung folgt, da die erste dieser
beiden Gleichungen gerade das Skalarprodukt der behaupteten Gleichheit mit v
und die zweite das Skalarprodukt mit dX (w) liefert, die Gleichung also beim Test
mit einer Orthonormalbasis stimmt.

Zur zweiten Behauptung: Es gilt aufgrund der ersten Behauptung

A(v,w) = g(Sv,w) = (dX(Sv),dX (w)) = (dv(v), dX (w)).

Daraus liest man auch direkt die Formeln in Koordinaten ab.

Wir leiten sie noch einmal unabhéngig davon in Koordinatenschreibweise her:
Es gilt 1 = z/aéaguﬁ. Differenzieren nach z* liefert 0 = 2Vf‘§a5uﬁ. Jeder Vektor in
R? lisst sich in der Form a* X} + bv darstellen. Also gibt es Funktionen a¥ und
b; mit v; = a?X r + bjv. Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und erhalten
0 = uféaguﬁ = an,‘jéagufB + biuo‘(Saguﬁ = 0+ b;. Also gilt v; = ank. Wir
differenzieren 0 = 99,3 X7, j = 1,2, setzen die Gleichung fiir ; ein und erhalten

0= yf“éaBXf + ya(gaﬁxﬁi = an;:éaBXf — hij = aFgr; — haj.

Wir multiplizieren dies mit ¢/' und erhalten a! = a¥6! = a¥gr;g7' = hijg’' = hl.
Somit gilt v; = hLX; oder v® = RLXP.
Weiterhin gilt

V20as X = hEX00p X ] = hug™gr; = hadl = hij.

Beispiele 7.7.
(i) Ebene
(ii) Kugel
(iii) Zylinder
Theorem 7.8. Sei Q C R? zusammenhdingend. Sei X € C? (QJR?’) mit Normale
v und zweiter Fundamentalform A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X(Q) liegt in einer Ebene,
(i) A=0 und

(iii) v ist konstant.
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Beweis.
»(1)=(ii)“: Liegt X () in einer affinen Ebene p + E, so bilden X, Xo eine Basis
von E und v ist ein Normalenvektor von E. Da auch X ;; in E liegt, folgt h;; =
*<X,ija V> =0.
»(i)==(iii)“: Aus A = (h;;) = 0 folgt S = (h}) = 0. Somit ist dv = dX - S =0
aufgrund der Weingartengleichung. Da 2 zusammenhéngend ist, ist v konstant.
,»(1il)=(1)“: Ist v konstant, so folgt d(X,v) = (dX,v) + (X, dv) = 0. Somit ist
(X,v) konstant. Da v konstant ist, besagt dies, dass X (z) in einer Ebene liegt. O

Theorem 7.9. Sei Q C R? offen und zusammenhingend. Sei X € C? (Q,R3) und
R > 0. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) X(Q) liegt in einer Spire vom Radius R und

(ii) A = :I:%G bzw. S = :i:%]l oder, in Koordinaten, h;; = :I:%gij bzw. h; =

+50L.

Weiterhin ist die Ezistenz eines p € R3, so dass in jedem Punkt X —p ein Vielfaches
von v ist, dquivalent zur Tatsache, dass X () in einer Spire von nicht spezifiziertem
Radius um p liegt.

Beweis.
»(1)==>(ii)“: Sei m € R? beliebig. Definiere f(z) := 1|X () — m|?. Dann gilt

fz' = <X — m,Xi> und fﬁ‘]‘ = <X — m,X7ij> + ng
Sei nun m der Mittelpunkt der Sphire in welcher X () enthalten ist. Dann ist
f konstant. Wir schlieflen also, dass X —m L imdX gilt. Somit ist X — m ein
Vielfaches von v. (Dies zeigt die Richtung ,,<=* fiir die letzte Behauptung.) Da die
Sphére den Radius R hat, gilt |[X —m| = R und wegen |v| = 1 folgt X —m = +Rv.
Somit erhalten wir

0= fi; = (£Rv, X ;j) + gij = FRhij + gi;.

»(i1)=(1)“: Setze p := X + Rv. Dann folgt bei geeigneter Vorzeichenwahl nach
Voraussetzung mit Hilfe der Weingartengleichung

1
pj=X;+Rv;j=X; +Rh;X; = X; + R (iR5f> X = 0.

Also ist p € R3 konstant und aus X = p F Rv folgt, dass im X in einer Sphére vom
Radius R um p enthalten ist.

,<="%: Siehe oben.

»==": Gelte X —p = r(z)v. Sei ohne Einschriinkung p = 0. Setze f := | X —rov|?
fiir ro := r(q) fiir ein festes ¢ € Q. Es gilt

fi = 2<X1 — Trols;, X — 7“01/> = 2<X1 — ’I"othk, (’I"(l‘) — 7“0)1/> = 0

fir x € Q. Somit ist f = 0 und die Behauptung folgt. O
Theorem 7.10 (Transformationsverhalten der zweiten Fundamentalform). Sei

X € ¢? (Q,R?’) eine Fiche mit zweiter Fundamentalform A (beziiglich der Nor-
malen v).

(i) Ist p: Q — Q ein C2-Diffeomorphismus und X := X o, so gilt fir die zweite
Fundamentalform A= (}AL”) von X beziiglich v =v o
Av,w) = Al (dp(v),dp(w))  baw.  hij = higf e
und fir die Weingartenabbildung
§=(dp) 'Slpdp  baw. by = (p7")ihfel.
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(ii) Sei X = QX 4+ a mit Q € O(3) und a € R® die Fliche verkniipft mit einer
Euklidischen Bewegung. Dann gilt A = A und S = S beziiglich der Normalen
U =Qu.
Beweis. Wir fithren den Beweis in Koordinaten.
(i) Nach Ketten- und Produktregel erhalten wir X; = Xj@F und
X = X kol + Xk
Die Definition der zweiten Fundamentalform liefert
hij = — <X,ij7ﬁ> = —pF o (X ji,v) = bl
Aus gij = gripy el erhalten wir g = " (o™i (1), Somit folgt
hy = g%y = (7)™ (075 - pithavne] = (07 1)09  havoy = (07 ) kil
(ii) Es gilt X ;; = QX ;. Wir erhalten
hij = — <X,ij,9> = —(QX,i;,Qv) = —(Xij,v) = hij.
Da wir in Theorem 6.5 bereits gesehen haben, dass g;; = gs; gilt, erhalten wir
h; = G*hyy = gy = h. O
Wir wollen noch eine Interpretation der zweiten Fundamentalform angeben, wel-
che die Kriimmung von Kurven auf der Fliche betrachtet.

Definition 7.11. Sei a : (—1,1) — R3 eine regulire Kurve mit ima C M, wobei
M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? sei. Sei p := «(0) und &
die Kriimmung von « an p. Sei v ein Normalenvektor von M an p und n der
Normalenvektor von « an p. Wir bezeichnen dann

Kn = Kkcos¥ = k{n,v)
als Normalkrimmung von « an p beziiglich v.

Seien nun « und M wie in der Definition, wobei wir annehmen, dass « nach
der Bogenlénge parametrisiert ist. Wegen (v o a(s),a/(s)) = 0 fiir alle s € (—1,1)
erhalten wir

(voa(s),a’(s)) = —((voa)(s),d(s)).
Es folgt
A(a’(0),a'(0)) = —(drp(a’(0)),a'(0)) = —((v 0 @)/ (0), &’ (0))
= (v(p),a”(0)) = (v(p), kn(p)) = kn(p).
Wir erhalten die folgende Aussage.

Theorem 7.12 (Meusnier). Sei Meine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
des R? mit Normale v und sei p € M. Alle Kurven auf M, welche denselben Tan-
gentialvektor an p haben, haben dieselbe Normalkrimmung an p beziiglich v.

7.2. Hauptkriimmungen und Kriimmungsfunktionen.

Definition 7.13. Seien g, B symmetrische Bilinearformen auf R™. Dann heifit
v € R™\ {0} Eigenvektor von B beziiglich g zum Eigenwert A € R, falls

)\g(',’v) = B(-,’U)

oder, dquivalent dazu, Ag(w,v) = B(w,v) fiir alle w € R™ gilt.
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Definition 7.14 (Hauptkriimmungen). Sei X eine C2-Fliche mit Metrik g und
zweiter Fundamentalform A. Dann heiflen die Eigenwerte der zweiten Fundamen-
talform A(x) beziiglich g(z) Hauptkrimmungen von X in x.

In Koordinaten ist A eine Hauptkriimmung, wenn es ein £ # 0 mit

Agij& = hij€’
gibt.

Bemerkung 7.15. Die Hauptkriimmungen sind auf den Aquivalenzklassen von
C?-Flichen mit Cz—Umgarametrisierungen wohldefiniert: Sei X = X o ¢. Aus
Agij& = hi;€9 folgt mit €% := (p~1)k ¢ namlich

AGii € = Mgl gane’ (9 )ER = Al gan€® = ohav€® = @ happ (07 )LER = Ryl

da die Metrik und die zweite Fundamentalform dasselbe Transformationsverhalten
haben.

Lemma 7.16. Sei X eine C?-Fliche mit Metrik g und zweiter Fundamentalform
A. Dann besitzt A beziiglich g zwei beziiglich g orthogonale Eigenvektoren und zwei
zugehdrige (nicht notwendigerweise verschiedene) Hauptkriimmungen.

Beweis. Wir wollen mit A und g auch die beziiglich der Standardbasis zugehorigen
Matrizen bezeichnen. Da g und g~! symmetrisch und positiv definit sind, gibt es
Quadratwurzeln /g und /g~—1. (Versuchen Sie nicht, das in konsistenter Weise mit

oberen und unteren Indices aufzuschreiben.) Da /gt Ay/¢g~! symmetrisch ist, gibt
es zwei bezliglich des Standardskalarproduktes orthogonale Eigenvektoren &, (. Sei

VT AV g = A
Setze ¢ 1= \/g~1€. Dann gilt £ = ,/g€. Es folgt
AL = M/9v/98 = Ag€.
Mit ¢ = /g¢ erhalten wir
(6.6)., = (60q

Somit folgt die Behauptung. O

Definition 7.17. Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen (\;)
sind wohldefiniert. Wir setzen

H = S1((\i)1<ica) = At + Ap = tr (\/ngJF) —tr (g1 A) = A

und
K = 85((A\)) = A1 - Aa = det (JFA\/F)
— det A (det \/&F)2 = det A - det (g~1)

- det hij
n det 9ij ’

H heifit mittlere Kriitmmung, K Gauflkriimmung.

Bemerkung 7.18. W&hlt man —v statt v als Normale, so dndert sich das Vorzei-
chen von h;; und H, das von K bleibt unveréndert.
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Beispiel 7.19 (Hauptkriimmungen von Graphen). Fiir Graphen gelten h;; =
\/% und g;; = d;; + u;u;. Wir erhalten
u

i §i
g 1+ |Dul|?’
o 1 N Wi
H=hi=gih; = —"0 (§0y,; — w)
T A Dl < 7 1+ |Dul?

1 D?*uw{Du, D
:<M_u<u,2u>>
1+ |Dul? 1+ |Dul

und nach etwa zwei Zwischenschritten

. Vu
=div| —/—
V14 |Vul?
mit

2 .
div(¢) = div ((f )) = Z aii und Vu = (u )1§i<2 = (5Juj)19§2.
i=1

Fiir die GauBkriimmung gilt
o det hij - det U 1 det Uy

Cdetgi; 1+ [Dul 14 [Dul® " (14 |Duf2)®

Wir betrachten nun speziell rotationssymmetrische Graphen. Sei

X(:E) = (wvu(x)) = (:C,QD(|;E|))7

z€Q, Q= Bg(0)\ B,(0),0<p<R< o0, mit p € C? und ¢'(0) = 0 falls p = 0.
Ohne die letzte Bedingung wiire u(z) = ¢(]z|) im Urspung weder in C'* noch in C?.
Setze r := |z|. Es gilt

N
(o) =)

1 TiT; Ti T;
y — () i — Ly " 717]’
)=o) (85— T ) + 905

|Du‘2 :(@/)2’
i =0 Ui = 0 n2 i Tj
Gij j Uil i+ () iz 2]’

1 4 ( Tiks > Tiks
h1< 8ii — J +§0// J ).
VI el Y e |z[?
Eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren von g;; und h;; beztiglich §;; ist auBerhalb
des Ursprungs durch ﬁ oder = und eine Basis von (x)* gegeben. Fiir die Eigenwerte
gilt

[ [ = [ @ |
9i || 1+ (&) 1

hij = e 1
bl RVAERCOEN BV COR

’

w7 und sonst (hier auch

Als Hauptkriimmungen erhalten wir somit einmal W

einmal) ¢

m/1+(9)2
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Theorem 7.20 (Lokale Normalform von Flichen). Sei X: Q — R® eine regulire
C*_Fliche mit k > 2 und Normale . Dann gibt es zu xg € Q eine Euklidische
Bewegung B : x — Qu +a mit Q € O(3) und a € R® sowie eine offene Menge
Q C R? und einen Diffeomorphismus ¢: Q — ©(Q) C Q mit p(0) = x¢ und ein
f€C*Q,R) mit £(0) =0 und Df(0) =0, so dass X := BoX oy folgendes erfiillt:

(i) X(z) = (z, f(x)) fir alle x € Q,

. . 2 . 2 2 2

(i) f(x) = Yialao) - (1) + Fin(o) - () + 0 ((#)? + (+2)°),
wobei k; die Hauptkrimmungen von X in zg € Q sind.

Beweis. Seien fiir i = 1, 2 die Vektoren él Eigenvektoren von fzij beziiglich §;; zu den
Eigenwerten #; im Punkt zg. (Im Falle &1 (x¢) = #2(xg) seien ¢ und & beziiglich
§i; orthogonal zueinander gewiihlt.) Dann bilden #(z0), dX,, (&) und dX,, (&)
nach Lemma 7.16 eine Orthonormalbasis des R3. Somit gibt es eine Euklidische
Bewegung B, die X (z¢) auf 0, (zo) auf —es und dX,, (&) auf +e; (Vorzeichen
beliebig), i = 1,2, abbildet (eine Abbildung auf beliebige orthogonale Vektoren
in dieser Ebene wiirde ebenfalls ausreichen). Sei mog: R3 — R? die orthogonale
Projektion von R? auf (e3)t, wobei wir diesen Raum mit R? identifizieren. Da
X regulér ist, ist me3 0 B o X: Q) — R? ein lokaler Diffeomorphismus von einer
Umgebung von xg auf eine Umgebung V0n10. Definiere nach Einschriankung auf
solche Umgebungen 9 := (7r23 oBo X|) . Dann hat Y := Bo X o die Form
Y(x) = (z, F(x)). F(0) = 0 gilt nach Konstruktion und wegen B (zg) = —eg ist
DF(0) =0.

Einfacher als nachzurechnen, dass (ii) erfiillt ist, ist nun folgendes Vorgehen: F'
erfiillt F(0) = 0, DF(0) = 0 und D?F(0) ist eine Matrix mit Eigenwerten &1 (x)
und R2(zg), da weder ¢ noch B die Hauptkriimmungen verdndern und g;;(0) =
8;; gilt. Durch eine Rotation R in R? koénnen wir D?(F o R) auf die gewiinschte
Diagonalgestalt bringen. Also ist X := Bo Xo ( mit ¢ := 1Yo R wie gewiinscht und
f:=Fo R diein (ii) gesuchte Funktion. (]

Korollar 7.21. Sei X: Q — R? eine regulire Fliche mit Gaufscher Krimmung
K beziiglich einer Normalen v. Sei xg € . Dann gilt
(i) Ist K(x¢) > 0, so gibt es eine Umgebung U von xg mit (X (x)—X (z0), v(zo)) >
0 fiir alle x € U\ {x0} oder (X(x) — X (x0),v(x0)) < 0 fiir alle x € U\ {zo},
d. h. im X liegt lokal auf einer Seite der affinen Tangentialebene in x.
(ii) Ist K(xo) <0, so gibt es in jeder Umgebung U von xo Punkte x4+ € U mit

(X(x4) = X(x0),v(x0)) >0 und (X(z_)— X(x0),v(zg)) <0,
d. h. im X liegt selbst lokal auf beiden Seiten der affinen Tangentialebene in
ZXo-

Beweis. Benutze die Normalform fiir Flachen. O
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