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Blatt 2
Aufgabe 2.1. (4 Punkte)

(i) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei Y C X. Zeige, dass Y genau dann abgeschlossen
ist, wenn Y mit der von (X, d) induzierten Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum ist.
(ii) Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei K C X abgeschlossen. Dann ist K kompakt.
(iii) Sei X ein topologischer Raum und sei Y C X mit der induzierten Topologie versehen. Zeige, dass eine
Menge K C Y genau dann in Y kompakt ist, wenn sie in X kompakt ist.
(iv) Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei (K, )nen eine monoton fallende Folge von nichtleeren,
abgeschlossenen Teilmengen von X, d.h. es gilt K,,;1 C K, fiir alle n € N. Zeige, dass dann

() Kn #0

neN
gilt.

Aufgabe 2.2. (4 + 2 Punkte)

(i) Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien K,L C X. Sei K kompakt, L abgeschlossen und gelte
KN L=0. Zeige, dass d(K, L) > 0 ist, wobei

AKL) = _jnf_ da.y)
sei.

(ii) Sei X = R? und d die euklidische Metrik. Gib zwei abgeschlossene Mengen K, L C X mit K N L = ()
an, welche d(K, L) = 0 erfiillen.

(iii) Zusatz: Seien K1, K5 disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorffraumes X . Zeige, dass es disjunkte

offene Mengen Q1,2 in X mit K7 C 1, Ko C 5 gibt.

Aufgabe 2.3. (4 + 2 Punkte)
Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Untersuche, ob U in X abgeschlossen oder dicht ist,
wobei wir X und U jeweils wie folgt wahlen:

(i) Sei X =R™, n € N, und sei Uy, 0 < k < n, ein beliebiger k-dimensionaler Unterraum von X.

(ii) Sei a € Ry und sei Xp = (CO([_a7aD7 ” ’ HLP([fa,a]))a pe {15 OO}’ und U = {u € CO([_a7a]) : U(O) = O}'

(iii) Sei X =?(N) und sei U := {(2")pen € I*(N) : Ing € NVn > ng : 2" = 0}.

(iv) Zusatz: Sei X = (C°([0,1]), |- | 2((0,17)), wobei || - | L2(j0,17) die vom Skalarprodukt aus Bemerkung 6.1.2
(v), Skript zur Linearen Algebra I, induzierte Norm ist. Sei g € X mit ||g[|z2(jo,1) = 1. Sei

1
U::{fEX: f~g:0}.
0

Aufgabe 2.4. (4 Punkte)

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Sei C°(X,R) := {f : X — R : f ist stetig auf X}. Auf C9(X,R)
definieren wir eine Metrik do mittels dog (f, g) := || f —gl| L (x). Zeige, dass (C°(X,R), ds) ein vollstéindiger
metrischer Raum ist.
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