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Blatt 3
Aufgabe 3.1. (4 + zusdtzlich 2 Punkte)

(i) Sei X ein normierter Raum und sei f : X — X eine stetige Abbildung. Sei A := {x € X : f(z) = z}.
Ist A abgeschlossen?
Zusatz: Gilt die Aussage auch, falls X nur ein Hausdorffraum ist?

(ii) Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Sei f : X — X eine stetige Abbildung, welche fiir x # y € X

d(f(z), f(y)) < d(z,y)
erfiillt. Zeige, dass f einen Fixpunkt besitzt, d. h. es gibt ein € X mit f(z) = «.

Aufgabe 3.2. (6 Punkte)
Sei n € Ny und sei 2 C R™. Sei a € R, 0 < a < 1. Fiir eine Funktion f : 2 — R definieren wir

[floa(o) == sup M
TAYEQ |z — vy

Sei CO(Q) == {f: Q= R:||fllcoa(a) < oo}, wobei [|f]|co.a(a) = [|fllco@) + [flea(o) ist.
(i) Sei Q offen. Zeige, dass C*(Q) C C°(Q) ist.
(ii) Sei Q offen. Zeige, dass (C%*(Q2),]|.||co.«()) ein Banachraum ist.
(iii) Sei © offen und beschréinkt. Zeige, dass eine beschrénkte Teilmenge A C (C%*(Q), |[|.||co.a(q)) prikom-
pakt in (C°(Q), I[llco(qy) ist. )
(iv) SeiQ offen und beschriinkt. Sei 5 € Rmit 0 < # < «. Zeige, dass beschréinkte Mengen in (C%*(), ||.||co.a ()
prikompakt in (C%#(Q), ||.||co.s(0)) sind.

Aufgabe 3.3. (6 Punkte)

(i) Sei « € Ry und n € Ny. Fiir z € C([0,00)) definieren wir ||z||, := sup e~ **|z(¢)| und
>0

Xo i={x € C([0,00),R") : ||z]|o < c0}.
Zeige, dass (X, || - ||«) ein Banachraum ist.
(ii) Sei f : R™ — R™ eine gleichméBig Lipschitz stetige Abbildung, d.h. es gibt ein C' > 0 mit |f(z)— f(y)] <
Clz — y| fur alle z,y € R™. Sei 2y € R™ beliebig. Zeige, dass die Differentialgleichung

&(t) = f(z(t)) fiir ¢t >0
x(0) = g

genau eine Losung z € C1([0, 00), R") besitzt.
Hinweis: Wende den Banachschen Fixpunktsatz auf die Abbildung

A (Xa,d) = (Xa,d), x> <t+—>x0+/0t f(:c(T))dT>

an. Zeige hierfiir insbesondere, dass

a) A eine Selbstabbildung ist, d.h. fir z € X, ist Az € X,,

b) A eine strikte Kontraktion ist, d.h. es gibt ein 0 < ¢ < 1, so dass fiir z,y € X, die Ungleichung
[Az — Ay|| < cllz —y| gilt.
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