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Aufgabe 4.1. (4 Punkte)

Sei Ω ein Maßraum mit Maß µ. Sei n ∈ N∗ und seien 1 < pi < ∞, 1 ≤ i ≤ n, mit
n∑
i=1

1
pi

= 1. Seien

fi ∈ Lpi(Ω, µ), 1 ≤ i ≤ n. Zeige, dass ∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

fi

∣∣∣∣∣dµ ≤
n∏
i=1

‖fi‖Lpi (Ω,µ)

gilt.

Aufgabe 4.2. (4 Punkte)
Sei Ω ein nicht-trivialer, beschränkter Maßraum mit Maß µ, d. h. 0 < µ(Ω) <∞. Wir definieren für 1 ≤ p <∞

Ψp : Lp(Ω, µ)→ R, f 7→
(

1

µ(Ω)

∫
Ω

|f(x)|pdµ(x)

) 1
p

.

Wir setzen Ψp auf den Raum der µ-meßbaren Funktionen fort, indem wir Φp(f) := ∞ für f 6∈ Lp(Ω, µ)
setzen. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Sei f : Ω → R eine µ-meßbare Funktion. Die Funktion p 7→ Ψp(f) ist monoton nichtfallend. Für
1 ≤ p ≤ q <∞ gilt also Lq(Ω, µ) ⊂ Lp(Ω, µ).

(ii) Sei f ∈ L∞(Ω, µ). Dann gilt

‖f‖L∞(Ω,µ) = lim
p→∞

Ψp(f) = lim
p→∞

‖f‖Lp(Ω,µ).

Aufgabe 4.3. (4 Punkte)
Wir sagen ein Banachraum X ist gleichmäßig konvex, falls für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle
x, y ∈ X mit ‖x‖ = ‖y‖ = 1 und ‖ 1

2 (x+ y)‖ > 1− δ bereits ‖x− y‖ < ε gilt.

(i) Zeige, dass L1(R) und L∞(R) nicht gleichmäßig konvex sind.
(ii) Sei H ein Hilbertraum. Zeige, dass H gleichmäßig konvex ist.

Hinweis: Benutze die Parallelogrammgleichung, d.h. für x, y ∈ H gilt

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Aufgabe 4.4. (4 Punkte)
Sei Ω ein Maßraum mit Maß µ.

a) Sei q ≥ 1. Seien a, b ∈ R mit 0 ≤ a, b. Zeige, dass

aq + bq ≤ (a+ b)q

gilt.
b) Sei p ∈ R, 2 ≤ p <∞. Seien f, g ∈ Lp(Ω, µ). Zeige, dass∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
Lp(Ω,µ)

+

∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥p
Lp(Ω,µ)

≤ 1

2
‖f‖pLp(Ω,µ) +

1

2
‖g‖pLp(Ω,µ)

gilt.
Hinweis: Verwende Teilaufgabe a) und die Konvexität der Funktion f : R+ → R+, x 7→ x

p
2 für p ≥ 2.

Dies zeigt, dass auch Lp(Ω, µ) für p ≥ 2 gleichmäßig konvex ist.
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