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Aufgabe 4.1. (4 Punkte)
Sei © ein Mafiraum mit Mafl p. Sei n € N* und seien 1 < p; < 00, 1 < ¢ < n, mit Xn: p% = 1. Seien
fi € LPi(Q, 1), 1 < i < n. Zeige, dass =

i [[1f

du < TTIill s o
i=1

gilt.

Aufgabe 4.2. (4 Punkte)
Sei € ein nicht-trivialer, beschrinkter Mafiraum mit Maf p, d. h. 0 < u(f2) < oo. Wir definieren fiir 1 < p < o0

vy @) >R o (o | If(m)lpdu(X)>;

Wir setzen ¥, auf den Raum der p-mefibaren Funktionen fort, indem wir ®,(f) := oo fir f ¢ LP(Q, p)
setzen. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Sei f : 2 — R eine p-mefbare Funktion. Die Funktion p — ¥,(f) ist monoton nichtfallend. Fiir
1<p<gq<oogiltalso LY(Q, u) C LP(Q, p).
(i) Sei f € L*(9Q, u). Dann gilt

1z = Jim Cp(f) = lim [ fllze@,p-

Aufgabe 4.3. (4 Punkte)
Wir sagen ein Banachraum X ist gleichméfig konvex, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle
z,y € X mit [|z|| = ||yl =1 und || (z + y)|| > 1 — & bereits ||z — y|| < e gilt.

(i) Zeige, dass L*(R) und L>°(R) nicht gleichméBig konvex sind.
(ii) Sei H ein Hilbertraum. Zeige, dass H gleichméBig konvex ist.
Hinweis: Benutze die Parallelogrammgleichung, d.h. fiir x,y € H gilt

Iz +lI* + llz = ylI* = 2(ll=]* + [ly]1*).

Aufgabe 4.4. (4 Punkte)
Sei © ein Mafiraum mit Maf3 p.

a) Sei ¢ > 1. Seien a,b € R mit 0 < a,b. Zeige, dass
a? 4+ b7 < (a+b)?

gilt.
b) Sei p € R, 2 < p < 0o. Seien f,g € LP(Q, u). Zeige, dass
f+yg —g|”
R I L= 1 + 3 191
LP(Q,p) LP(Qyu)
gilt.

Hinweis: Verwende Teilaufgabe a) und die Konvexitidt der Funktion f: Ry — R4, z +— z% fiir p > 2.

Dies zeigt, dass auch LP(Q, ) fiir p > 2 gleichmiflig konvex ist.
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