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Aufgabe 6.1. (4 Punkte)
Sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und Y ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Wir sagen Y spaltet X, falls es
einen abgeschlossenen Unterraum Z ⊂ X mit Y ⊕ Z = X und eine Konstante c > 0 mit

1

c
‖x+ y‖ ≤ max(‖x‖, ‖y‖) ≤ c‖x+ y‖ ∀ (x, y) ∈ Y × Z

gibt. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Sei P ∈ L(X) mit P 2 = P . Dann gilt X = R(P )⊕N(P ).
(ii) Y spaltet genau dann X, wenn es ein P ∈ L(X) mit P 2 = P und R(P ) = Y gibt.
(iii) Y spaltet X, falls dimY <∞.

Aufgabe 6.2. (4 Punkte)
Sei H = l2(N)⊕ l2(N) mit Skalarprodukt 〈(x, y), (a, b)〉 := 〈x, a〉l2(N) + 〈y, b〉l2(N). Seien

A :=
{(
n2en, e0 + 1

nen
)

: n ∈ N>0

}
und B :=

{(
−n2en, e0 + 1

nen
)

: n ∈ N>0

}
.

Wir definieren Unterräume von H durch U := 〈A〉 und V := 〈B〉.

(i) Zeige, dass

Ū =

 ∑
n∈N>0

λn
(
n2en, e0 +

1

n
en

)
: λn ∈ R für n ∈ N>0 mit

∑
n∈N>0

(
λnn2

)2
<∞


gilt. Gib eine analoge Darstellung für V̄ an.

(ii) Zeige, dass Ū + V̄ = U + V ist.
(iii) Zeige, dass (0, e0) ∈ U + V ist.
(iv) Zeige, dass (0, e0) 6∈ Ū + V̄ ist.

Folglich gibt es in unendlich dimensionalen Hilberträumen H abgeschlossene Unterräume X,Y mit X+Y 6=
X + Y .

Aufgabe 6.3. (4 Punkte)
Sei (H, 〈·, ·〉) ein Hilbertraum über R. Sei ϕ ∈ H∗. Wir definieren J : H → R mittels x 7→ 〈x, x〉 − 2ϕ(x).
Zeige, dass es genau ein x ∈ H gibt, so dass

J(x) ≤ J(y) ∀ y ∈ H
gilt.

Aufgabe 6.4. (4 Punkte)
Sei B eine stetige Sesquilinearform auf einem Hilbertraum (H, 〈·, ·〉), d. h. B : H × H → C erfüllt für alle
x, y, z ∈ H und α, β ∈ C

B(x, αy + βz) = αB(x, y) + βB(x, z)

und
B(αx+ βy, z) = ᾱB(x, z) + β̄B(y, z).

Zeige, dass es eine eindeutige beschränkte lineare Abbildung A : H → H gibt, so dass B(x, y) = 〈Ax, y〉 für
alle x, y ∈ H gilt. Zeige, dass ‖A‖ = ‖B‖ gilt.
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