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UBUNGEN ZUR VORLESUNG FUNKTIONALANALYSIS
Blatt 9

Aufgabe 9.1. (4 Punkte)
Sei n € Ny und sei B1(0) := {x € R : |z] < 1}.

(i) Zeige, dass es eine Funktion n € C°°(R",R) mit suppn C B1(0), [, fdA =1 und n > 0 gibt.
Bemerkung: Eine Funktion mit diesen Eigenschaften nennen wir eine Friedrichsche Glattungsfunktion.

(ii) Sei 7 eine Friedrichsche Glattungsfunktion. Wir definieren fiir beliebige e > 0 die zugehérige Diracfolge
ne :=e"n (£). Zeige, dass 1. € C°(B(0)) ist und fBE(O) NedA = 1 erfiillt.

Aufgabe 9.2. (8 Punkte)

Sein € N; und sei Q C R” offen. Sei 7 eine Friedrichsche Glattungsfunktion und 7. die zugehorige Diracfolge.
Sei f € L*(,R). Wir setzen f mit Null auf das Komplement von 2 fort und definieren fiir beliebige ¢ > 0
die Funktionen f, : R" = R, z — [5, n:(x — y) f(y)dy.

Sei (€5,)nen C Ry eine Nullfolge und sei e > 0 beliebig. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt f. € C°(R™).
(ii) Sei K C  eine kompakte Teilmenge von £ und sei in dieser Teilaufgabe f noch zusiitzlich stetig auf
Q. Dann gilt f., = f fiir n — oo auf K.
(iii) Es gilt supp f. C Be(supp f) := {x e R™: einf f|x —y| < 6}.
yEsupp
(iv) Sei m € Ny und sei in dieser Teilaufgabe f noch zusitzlich von der Klasse C™(Q). Sei z € . Falls

B.(z) C Q gilt, dann ist D f.(z) = (D f)(z) fiir alle Multiindizes o mit || < m.
Sei Q" CC Q offen, dann gilt ||f., — fllcm @) — 0 fiir n — oo.

(v) Sei 1 <p<ooundsei fe LP(R™). Dann gilt ||fo, — f|lzr@n) — 0 fiir n — oo.

(vi) Gelte nun f € L*°(Q). Dann gilt || f-| z ) < [|fllze(q)-

Aufgabe 9.3. (4 Punkte)
Lese und verstehe den Beweis der Existenz einer Partition der Eins auf einer offenen Teilmenge des R".
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