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Übungen zur Vorlesung Funktionalanalysis

Blatt 12

Aufgabe 12.1. (6 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei u ∈ L1

loc(Ω) eine schwach differenzierbare Funktion.

(i) Zeige, dass |u| schwach differenzierbar ist und dass

D|u| =


Du, u > 0

0, u = 0

−Du, u < 0,

fast überall gilt.
(ii) Sei I ⊂ R eine endliche Teilmenge von R. Sei f ∈ C0(R)∩C1(R \ I) mit f ′ ∈ L∞(R). Zeige, dass f ◦ u

eine schwach differenzierbare Funktion mit

D(f ◦ u) =

{
f ′(u)Du, u 6∈ I
0, u ∈ I

ist. Zeige ausserdem, dass u ∈W 1,p(Ω) auch f ◦ u ∈W 1,p(Ω) impliziert.

Aufgabe 12.2. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei n < p < ∞, u ∈ W 1,p(Ω). Zeige, dass u einen stetigen
Repräsentanten u∗ mit u∗ ∈ C0,γ

(
Ω
)
, γ = 1− n

p , besitzt und dass

‖u∗‖C0,γ(Ω) ≤ c · ‖u‖W 1,p(Ω)

mit c = c(p, n,Ω) gilt.

Aufgabe 12.3. (6 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C1. Seien f ∈ L2(Ω) und ϕ ∈W 1,2(Ω). Sei

M := {u ∈W 1,2(Ω,R) : u− ϕ ∈W 1,2
0 (Ω,R)}.

Wir definieren das Energiefunktional durch

I : M → R, u 7→
∫

Ω

(
1
2 |∇u|

2 − fu
)
.

(i) Zeige, dass es ein eindeutiges Minimum von I gibt, d.h. es gibt u ∈M mit I(u) ≤ I(v) für alle v ∈M .
(ii) Sei nun ϕ ∈ C2(Ω̄) und f ∈ C0(Ω). Nehme an, dass das Minimum u von I in C2(Ω̄) ist. Zeige, dass u

das folgende Randwertproblem erfüllt:{
−∆u = f in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω.
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