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Aufgabe 3.1. (4 Punkte)

Eine Menge G mit einer Verkniipfung ,,-“ bezeichnet man als Gruppe, wenn sie die Bedingungen (F6), (F'7)
und (F8) aus der Definition 2.1.1 (ohne die Eindeutigkeitsforderung an die Inverse) erfiillt. Eine Gruppe
heifit abelsch, wenn auch (F5) erfiillt ist.

Mit dieser Definition sieht man leicht ein, dass eine Menge F' mit einer Addition ,,+* und einer Multiplikation
,»-“ genau dann ein Korper ist, wenn (F,+) und (F'\ {0}, - ) abelsche Gruppen sind und das Distributivgesetz
(F9) erfiillt ist.

Sei nun G eine Gruppe.

(i) Weisen Sie nach, dass das neutrale Element 1 € G eindeutig bestimmt ist und die Eigenschaft 1-a = a
fir alle a € G erfiillt.

(ii) Zeigen Sie, dass auch das inverse Element a ! fiir jedes a € G eindeutig bestimmt ist und die Eigenschaft
a~ ! a=1 erfiillt.

(iii) Ein Nullteiler A in R?*? ist ein von Null verschiedenes Element A € R?*2, fiir welches es ein von Null
verschiedenes Element B € R?*2 mit A- B = 0 oder B - A = 0 gibt. Geben Sie ein Beispiel fiir einen
Nullteiler in R2*? an.

Finden Sie unter den Bedingungen (F1)-(F9) zwei, welche fiir die reellen (2 x 2)-Matrizen mit kompo-
nentenweiser Addition und Matrixmultiplikation verletzt sind.

Aufgabe 3.2. (4 Punkte)

(i) Seien a,b,c,d € Rund A = (‘j g). Gelte ad — be # 0. Zeigen Sie, dass A eine Rechtsinverse beziiglich der
Matrixmultiplikation besitzt, d.h. dass es ein Element Agl € R?*2 mit A - Algl = I gibt. Die Rechtsinverse
ist dann durch die folgende Formel gegeben:

1 d —b
Ap = adlbc'<c a |

(ii) Zeigen Sie, dass die folgende Menge eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation ist:

M= { <‘C‘ Z) :a,bm,deR,ad—bcyéO}.

(iii) Beweisen Sie, dass die Menge
C:= {(Z _ab) :a,beR}

ein Korper beziiglich der Matrixaddition und der Matrixmultiplikation ist.

Aufgabe 3.3. (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die folgende Teilmenge von R einen Korper bildet, wobei wir die Addition und die Multipli-
kation von R verwenden:

Q[V3] == {a+bV3:a,beQ}.

Bemerkung: Es darf verwendet werden, dass Q und R Korper sind, dass v/3 € R\ Q ist und dass \/§2 =3
gilt.



Aufgabe 3.4. (4 Punkte)
Sei K ein Kérper und A = (aé—) € K™*™ m e Nt. Wir definieren die Spur (englisch: trace) von A mittels

tr(A4) = Z al.
i=1
Seien nun A, B,C' € K™*™, Zeigen Sie, dass folgende Aussagen giiltig sind:
(i) tr(AB) = tr(BA).

(ii) tr(ABC) = tr(BCA).
(iii) Es gibt m, K und Matrizen A, B, C, so dass tr(ABC) # tr(CBA) gilt.
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