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Blatt 6

Aufgabe 6.1. (4 Punkte)

a) Wir betrachten den Q-Vektorraum V = Q%. Sei S := {(1,1,1,1),(2, —4,11,2),(0,2,—3,0)}. Priifen Sie,
ob S in V linear unabhiingig ist und geben Sie eine Teilmenge von S an, die eine Basis von (S) ist.

b) Erginzen Sie die Menge {(1,1,1,1),(0,2,—3,0)} zu einer Basis des Q-Vektorraums V = Q*.

¢) Wir betrachten den C-Vektorraum V = C?. Sei x € Rund S, := {(1+i,1—1i), (z,xi)}. Gibt es ein z € R,
so dass S, in V linear unabhéngig ist? Wenn ja, geben Sie alle € R an, fiir welche dies erfiillt ist.

Aufgabe 6.2. (4 Punkte)

a) Sei K ein Kérper mit 14+ 1 # 0. Sei V ein K-Vektorraum. Seien u,v,w € V linear unabhéngig. Zeigen
Sie, dass dann auch u + v, 4 + w, v + w linear unabhéngig sind.

b) Sei nun K = C, V = C? und seien z,y,z € C\ {0}. Zeigen Sie, dass {(z,v,0), (z,0,2),(0,y, 2)} linear
unabhéngig ist.

Bemerkung: Als die Charakteristik eines Korpers K bezeichnet man die kleinste Zahl n € N, so dass

n:=n-1=1+...4+1=0 gilt. Gibt es kein solches n, so sagt man, K habe die Charakteristik 0.

Aufgabe 6.3. (4 Punkte)

In dieser Ubungsaufgabe soll die Bemerkung nach Theorem 3.2.12 bewiesen werden, d.h. dass der Beweis von
Theorem 3.2.12 fiir unendliche Erzeugendensysteme nicht funktioniert. Hierfiir definieren wir die Mengen S;
fiir ¢ € N durch
S; = U {ex + i er + €ir1, €k + €ita, ...}y
keN

wobei e; : N — R durch e;(m) := {0’ m7% Jefiniert ist. Weiterhin sei

1, m=z1,
W; == {(vj)jGN S RY v = 0vy< Z}
Sei T; := S; U W;. Zeigen Sie nun, dass fiir alle i € N zwar T;,; C T; und (T;) = RY gelten, aber dass

NT; = {0} ist.

ieN
Aufgabe 6.4. (4 Punkte)
Sei K ein Korper. Eine Hyperebene des Vektorraums K™, n € N\ {0}, ist eine Menge
n
H:= {(xl,...,:v") e K" Zaixi = 0},
i=1

wobei ay,...,a, € K seien und es ein ig € {1,...,n} mit a;, # 0 gibt.

a) Sei H eine Hyperebene. Zeigen Sie, dass H ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von K™ ist.
b) Seien Hy,...,H,, n >r € N\ {0}, Hyperebenen von K™. Zeigen Sie, dass dann

dim(hHi) >n—r

i=1
gilt.
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