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Blatt 7

Aufgabe 7.1. (4 Punkte)
Sei die Funktion f : R* — R* durch
(z, 22, 23, 2%) = (32! + 2% — 23 + 2%, —2b + 22 + 323 + 2, 423 + 42t —22% + 627 + 82?)
gegeben.
a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.
4
b) Sei A = (a%) € R*** durch die Koeffizienten in f(e;) = Y ale; gegeben, wobei e; den Einheitsvektor in
j g j J
i=1
die j-te Richtung des R* bezeichnet, j € N, 1 < j < 4. Geben Sie A explizit an.

c¢) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A.
d) Geben Sie eine Basis von ker(f) := {v € R*: f(v) = 0} und von im(f) := f(R*) an.

Aufgabe 7.2. (2 Punkte)

Sei k € N*. Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix des R***:
12 ..k

2 3 L k+l

Poki 2k

Aufgabe 7.3. (6 Punkte)
Sei F ein Korper, n € N, und bezeichne mit F,,[X] die Menge der Polynome p(X) € F[X] mit degp < n.

a) Begriinden Sie kurz, warum F[X] ein F-Vektorraum ist.

b) Zeigen Sie, dass F},[X] ein Unterraum von F[X] ist.

c) Sei W :={p(X) € F,[X]:p(0) =0=p(1)}. Zeigen Sie, dass W ein Unterraum von F,[X] ist.

d) Geben Sie eine Basis By von W an.

e) Sei a € F. Zeigen Sie, dass die Polynome ho[X] := 1 und h;[X] := (X —a)’ fir i € N, 1 < i < n, eine
Basis BS von F,,[X] bilden.

f) Sei n =4 und a € F beliebig. Verfahren Sie wie beim Beweis des Austauschsatzes von Steinitz, um eine
Basis B von Fy[X] mit By C B und B\ By C Bf zu erhalten.

Aufgabe 7.4. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und seien V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. Sei
weiterhin {v1,...,v,} eine Basis von V und seien fiir i € {1,...,n} die Vektoren w; € W durch w; := p(v;)
definiert.

a) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) ¢ ist injektiv.
(ii) {wy,...,wy} ist linear unabhéngig.
b) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) ¢ ist surjektiv.
(ii) {wi,...,wy,} ist ein Erzeugendensystem von W.

¢) Vergleichen Sie nun dim V' und dim W, falls ¢ injektiv beziehungsweise surjektiv ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 07.12.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.



