Oliver Schniirer, Universitdt Konstanz Wintersemester 2010/2011
Matthias Makowski

UBUNGEN ZUR VORLESUNG LINEARE ALCEBRA 1

Blatt 11
Aufgabe 11.1. (4 Punkte)
Sei n € Nt und sei R,,[X] der Vektorraum der Polynome p(X) = f:oaiX ¢ mit degp < n. Sei
fr : Ro[X] = Rpa[X], pep/(X),
wobei p'(X) die Ableitung von p(X) bezeichnet, d.h. es gilt p/(X) = zn: i-a; X1, Weiterhin bezeichnen
wir mit By, := (1, X,..., X™) die Standardbasis des Vektorraums R,, [Xi.:1

a) Bestimmen Sie die zur linearen Abbildung f,, gehorige Matrix A(n,n — 1) beziiglich der Basen B,, und
B, _1.

b) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung g, : R,—1[X] = R,[X] mit f, o g, = Id gibt.

c¢) Bestimmen Sie die zur linearen Abbildung g,, gehérige Matrix C(n — 1, n) beziiglich der Basen B,,_; und
B,.

Bemerkung: Sie diirfen die bekannten Resultate aus der Schule fiir die Ableitung und das Integral von
Polynomen verwenden.

Aufgabe 11.2. (4 Punkte)

a) Sei V ein K-Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung mit ¢? = . Zeigen Sie, dass
V =ker ¢ @ imp gilt.
b) Seien V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. Sei U C W ein Unterraum.
Zeigen Sie, dass
dim ™1 (U) = dim(U N im ¢) + dim(ker ¢)
gilt.

Aufgabe 11.3. (4 Punkte)

Sei V' ein K-Vektorraum und seien U, W Unterrdume von V. Sei i : U — U + W die Inklusionsabbildung
und sei 7: U + W — (U + W)/W die Projektionsabbildung.

Zeigen Sie, dass U N W der Kern der Abbildung ¢ := woi: U — (U + W)/W ist und dass die induzierte
Abbildung @ : U/(UNW) — (U 4+ W)/W ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 11.4. (4 Punkte)
Sei K ein Kérper und n,m,r, s € NT. Seien die Matrizen A € K™*", B € K"*™ und C € K**" D € K"*"
gegeben. Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:

(i) Es gilt rang A < min(n, ).

)
(iii) Nehme an, dass ker C' = {0} ist. Dann folgt rang(C' - A) = rang A.
) Es gilt rang(A - B) < min(rang A, rang B).

)
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