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Aufgabe 2.1. (4 Punkte)
Sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt. Zeigen Sie, dass zwei Teilmengen T, S ⊂ V genau dann
orthogonal sind, wenn 〈S〉 und 〈T 〉 orthogonal sind.

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Sei V der Raum der auf [−π, π] stetigen reellwertigen Funktionen mit Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫ π

−π

f(x)g(x)dx, für f, g ∈ V.

Beweisen Sie, dass {1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3x, . . .} eine orthogonale Familie in V ist.

Aufgabe 2.3. (4 Punkte) Sei V der Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich 3 mit dem durch

〈p, q〉 =

∫

1

0

p(x)q(x)dx, für p, q ∈ V

definierten Skalarprodukt. Orthonormalisieren Sie die Basis
{

1, x, x2, x3
}

(wobei x2 = x ·x und x3 = x ·x ·x
ist) mit dem Verfahren von Gram-Schmidt.

Aufgabe 2.4. (4 Punkte)
Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum der Dimension n. Sei (kA)k∈N eine Folge orthogo-
naler Matrizen in R

n×n mit (kA) = (kai
j)1≤i,j≤n. Zeigen Sie, dass es eine Teilfolge (klA) und eine orthogonale

Matrix A = (ai
j)1≤i,j≤n ∈ R

n×n mit

klai
j → ai

j für kl → ∞ und alle 1 ≤ i, j ≤ n

gibt.
”
Die orthogonale Matrizen (kA) besitzen eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert A.“ (Eine analoge

Aussage gilt auch für unitäre Matrizen.)
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