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Aufgabe 5.1. (2 Punkte) Seien F' ein Koérper, V' ein F-Vektorraum, U ein Unterraum von V und
Ul:={peV*:pu)=0YucU}CV*

der Annullator von U. Zeigen Sie:
(V/U)ys =U°,

Aufgabe 5.2. (4 Punkte) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = (a’); j=1

n
a) aj— = 5;- + vt - kaékj fiir einen Vektor v € R™;

k=1
b) a} =1, falls i # j, und a} = « fiir o € R.

Aufgabe 5.3. (4 Punkte)

Unter dem Zentrum einer Gruppe G versteht man die Menge aller Gruppenelemente z, die mit jedem anderen
Gruppenelement vertauschbar sind, die also die Gleichung gz = zg fiir alle g € G erfiillen. Zeigen Sie: Das
Zentrum der linearen Gruppe GL(n, F') besteht genau aus allen invertierbaren Matrizen der Form ¢ - 1 mit

ce F\{0}.

Aufgabe 5.4. (6 Punkte) (Fortsetzung der Aufgabe 3.4)

Sei H(n) der reelle Vektorraum der hermiteschen (n x n)-Matrizen, deren Spur verschwindet und seien O(n)
der Raum der orthogonalen (n x n)-Matrizen und U(n) der Raum der unitéren (n x n)-Matrizen. Beweisen
Sie:

a) Ist T € U(n), so wird durch ad(T) : H(n) — H(n), A~ TAT ™! eine orthogonale Abbildung H(n) —
H(n) definiert.

b) T — ad(T) ist ein Homomorphismus von U(n) in die Gruppe der orthogonalen Endomorphismen von
H(n); diese Gruppe ist isomorph zu O(dim H(n)).

c) i) Die Matrizen

1 0 0 1 0 1
E1<0 —1>7E2<—i O>,undE3<1 O)

bilden eine Basis von H(2). Sie heiflen Pauli-Spin-Matrizen.
ii) Seien 1 < j < 3 und 1 < k < 3. BEs gilt [Ej,Ex] = 0, falls j = k ist, und [Ey1), Ey2)] =
—2-signo - Ey3) fiir eine Permutation o.
d) Es gibt einen Isomorphismus von Vektorriumen s : H(2) — R3, s.d. k(E,) = 2e,, fir 1 < v < 3,
und x([A, B]) = x(A) x k(B), fiir alle A, B € H(2), gilt. Hier wird durch x das Kreuzprodukt auf R3
bezeichnet.
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