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Blatt 9
Aufgabe 9.1. (4 Punkte)
Seien n,k € N,. Sei f: C" — C" ein Isomorphismus und C" besitze eine Basis aus Eigenvektoren von f*.

Besitzt C" eine Basis aus Eigenvektoren von f7
Hinweis: Verwenden Sie die Jordansche Normalform.

Aufgabe 9.2. (6 Punkte)
Sein € Ny. Sei G = (g5) € R™*" eine positiv definite Matrix und bezeichne die Inverse von G' mit G~' = (g}).
Sei weiterhin A = (a%) € R"*™ eine symmetrische Matrix. Wir sagen £ € R™ \ {0} ist ein Eigenvektor von A

beziiglich G zum Eigenwert A, falls fiir alle 7 € N, 1 <17 < n,
Safel =23 e
j=1 j=1

gilt. Dies ist dquivalent zu A = AGE. (Vergleiche auch det(A — AG) = 0.)
Seien Ay, ..., A, die geordneten Eigenwerte von A beziiglich G, d.h. es gelte Ay < Ay < ... < \,. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(i)

A = inf <x,Ax>’ An = sup <x,Ax>.
zeR™\{0} {x, Gx) serm\{0} (T, GT)
(ii) Fir alle 1 <1i¢ < n gilt
i
g;

(iii) Sei B € R™*™ positiv semi-definit. Seien p;, 1 <1i < n, die geordneten Eigenwerte von A + B beziiglich
G. Zeigen Sie, dass A\; < u; gilt.
(iv) Sei C' € R™*"™ symmetrisch mit geordneten Eigenwerten 7;, 1 < i < n, beziiglich G. Gelte C' > A, d.h.
C — A sei positiv semi-definit. Zeigen Sie, dass 7; > \; fiir alle 1 < i < n gilt.
(v) Sei A positiv semi-definit. Fiir alle 1 < ¢ < n gilt
)\i S tr (G_l . A)
Folgern Sie hieraus, dass fiir alle 1 <i<n
at
— <tr (G™1-A)
9;
gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass A genau dann ein Eigenwert von A beziiglich G ist, wenn A ein Eigenwert

von VG—1AVG-1 ist.

Bemerkung: Seien ¢, 1) symmetrische Bilinearformen auf R™. Dann heifit £ € R™ \ {0} Eigenvektor von ¢
beziiglich ¥ zum Eigenwert A\, falls

o(-,€) = M(,€)
gilt. Seien A = (a;;) und G = (g;;) die ¢ und ¢ beziiglich einer festen Basis darstellenden Matrizen. Damit

wird die Eigenwertgleichung zu
Z aijfj =A Z gij§j~
j=1 j=1

Vergleiche auch det(A — AG) = 0.



Aufgabe 9.3. (4 Punkte)
Sei n € Nj. Seien weiterhin ¢ eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform auf R™, ¢ € (R™)* eine
Linearform und ¢ € R. Wir bezeichnen die Menge

Q:={zxeR":p(z,z) +¢(x)+c=0}

als eine Quadrik. Wir sagen @ sei in Normalform, wenn wir eine Darstellung

Q= {y eR™: i)\l(yz)Q — i )\i(yi)z = a}

1=s+1
mit 1 <s<n, \; €R;,1<i<n,und a € {0,1} haben.

(i) Zeigen Sie, dass sich die Quadrik @ mittels einer Ahnlichkeitstransformation auf Normalform bringen
lasst, d.h. dass es ein A € O(n), ein 7 € Ry und ein b € R™ gibt, so dass mit n : R* — R,
x> y:=r-Ax + b die Menge 1(Q) eine Quadrik in Normalform ist.

(ii) Bestimmen Sie die verschiedenen zwei- und dreidimensionalen geometrischen Objekte, welche durch
eine Quadrik @ wie in der Aufgabenstellung dargestellt werden koénnen.

(iii) Seien

3 =2 0 3 1
-2 3 3 0 2

A= 0 3 3 ol b= 3 und ¢ = —3
3 0o -2 3 4

gegeben. Sei ¢ eine Bilinerform, welche beziiglich der Standardbasis durch die Matrix A dargestellt
wird und sei 1 eine Linearform mit ¢ (z) := (b,x) fiir x € R"™. Sei die Quadrik @ := {x € R" :
o(z,z) + ¢(z) + ¢ = 0} gegeben. Bestimmen Sie eine Ahnlichkeitstransformation 7, so dass 7(Q) in
Normalform ist.

Aufgabe 9.4. (2 Punkte)
Sei R ein Integritdtsring. Seien a,b € R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) alb,

(ii) b € (a),
(iit) (b) C (a).

Aufgabe 9.5. (zusditzlich 2 Punkte)
Sei R ein Integritdtsring. Seien a,b € R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) alb und b|a,
(i) (a) = (b),

(iii) @ und b sind assoziiert.

Aufgabe 9.6. (zusdtzlich 4 Punkte)
Sei n € N;. Fiir A € R"*"™ definieren wir die vom Hilbert-Schmidt Skalarprodukt induzierte Norm:

[|A]| = \/tr(AA*).
Seien nun B = (bg)mzl)wm C = (CZ)W-:LW’” € R™*™ symmetrische Matrizen, so dass B > 0 und C > 0
ist. Zeigen Sie, dass
1B|| < ate(BC) [[C][ |02
mit a = 1 gilt. Was ist die kleinste Zahl a > 0, so dass diese Ungleichung gilt?
Hinweis: Versuchen Sie tr(BC) als eine Norm umzuschreiben und zeigen Sie die Submultiplikativitidt der
Norm || - ||.
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