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UBUNGEN ZUR VORLESUNG LINEARE ALGEBRA 2

Blatt 11

Aufgabe 11.1. (2 Punkte)
Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum und (r,s) € N x N\ {0,0}. Zeigen sie, dass es einen Isomor-
phismus

ertls) . plrtls)  prs(p* . E* E,...,E;E)
—_— —
r Stiick s Stiick

gibt.

Aufgabe 11.2. (4 Punkte)
Sei E ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum iiber dem Koérper F' und bezeichne das Skalarprodukt
mit g: Ex E — F.

(i) Zeigen Sie zunéchst, dass die Abbildung ' : E — E*, £ — g(&, ), ein Isomorphismus ist.
ii) Seien nun (r,s) € N x N. Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus ¥ : E(™5) — E—1s+1) oiht g0
(i) : + g : P g

dass fiir T € E(™*) die Gleichung

T(wh, ... W&, &) =U(T) (W, .. ,w™ &, &, T H WD)
fiir alle (w!,...,w", &, .., &) € (E*)" x E? gilt.

Aufgabe 11.3. (4 Punkte)
Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum und (r,s) € N x N\ {0,0}. Sei

® = oY . Y 5 End(E)
der Isomorphismus aus der Aufgabe 11.1 fiir r = 0,5 = 1. Wir definieren die Spur tr : EtLsth) — grs)
indem wir 7' € EC+15+1) die Abbildung
(E*)" x E* 5 (wh,...,w" &, &) = to((T (W .oy w” &y 6y )
zuordnen. Zeigen Sie, dass die Spur eine wohldefinierte lineare Abbildung von E( 151 nach E(™*) ist und
geben Sie die Koordinatendarstellung der Spur an.

Aufgabe 11.4. (4 Punkte)
Seien U, V,W und V;, i € I, F-Vektorrdume. Seien die folgenden auf Erzeugendensystemen angegebenen
Abbildungen gegeben:

VoW SWeV, VR W W,
UeV)eoW SU(VeWw), (uev)@w—u® (vew),
(@ Vi) W S PView), (vi)ier @ w = (v; @ w)ier-
icl il
Zeigen Sie, dass diese Abbildungen Isomorphismen sind.



Aufgabe 11.5. (2+zusdtzlich 4 Punkte)
Sei n € N;. Sei E ein n-dimensionaler Vektorraum tiber R. Fiir € N definieren wir die folgende Menge

Alt"(E) == {T € E®") :Vo € 5,,Y¢1,...6 € E:T(&1,...,&) = sign(0) - T(Ex1)s- - > Ea(r) )

wobel wir mit sign(o) das Signum der Permutation o bezeichnen (siehe Definition 5.2.3). Seien r,s € N
und Ty € EO7) Ty € B9 so definieren wir fiir £y, ..., &1 € E das folgende Produkt

1 .
(Ty ANTo)(E1y ey Erps) == Tl Z sign(o)(T1 @ T2) (1) - - - Ea(rts))-
: : 0ES,ts
Ist weiterhin t € N, und T3 € E(O) | so definieren wir
TiNTy NT5 = (T1 N T2> ATs.
Somit ist das Produkt w' A ... A w* von k Elementen w',... w* € Alt'(E) induktiv durch die Abbildung
Eren ) = (WA AT AR (6, Em), &)
gegeben. Zeigen Sie die folgenden Aussagen (die mit einem Stern versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben):
(i) Alt"(E) ist ein Unterraum von E©7).

(ii) Esist Alt"(E) = {0} fiir r > n.
(iii*) Fiur (r,s) € N; x N4 ist die Abbildung

A Al (E) x Alt*(E) — A" (), (Th, T) — Ty ATy

wohldefiniert und bilinear.
(iv¥) Das oben definierte Produkt ist assoziativ. Beweisen Sie diese Aussage nur fiir Elemente aus Alt'(E) =
EOD dh. seien w',w? w? € Alt'(E), dann ist zu zeigen, dass

WA (WA W) = (W Aw?) A WP
gilt.
(v¥) Seir € Ny, 1 <r<n. Firw',...,w” € Alt'(E) und £y,...,&, € E gilt
WAL AW (&, &) = det(wh(E))).
(vi*) Seir € N, 0 <7 < n. Es gilt dim Alt"(E) = (7).
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