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Aufgabe 7.1. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei f ∈ C0(Ω). Sei u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) mit Lu ≥ f . Hierbei betrachten wir

Lu(x) =

n∑
i,j=1

aij(x)uij(x) +

n∑
i=1

bi(x)ui(x) + d(x)u(x),

wobei

(i) aij symmetrisch ist, d. h. aij(x) = aji(x) gilt.
(ii) L elliptisch ist: Es existiert λ > 0, so dass

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj

für alle x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.
(iii) die Koeffizienten gleichmäßig beschränkt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass

|aij(x)|, |bi(x)|, |d(x)| ≤ K

für alle i, j und alle x ∈ Ω.

Sei d ≤ 0. Zeige, dass es eine Konstante c = c(Ω,K, λ) gibt, so dass

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + c sup

Ω
|f |

gilt.

Aufgabe 7.2. (12 Punkte)
Sei T > 0. Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und zusammenhängend. Erfülle

u ∈ C2(Ω× (0, T )) ∩ C0 ((Ω× (0, T )) ∪ P(Ω× (0, T )))

die Differentialungleichung

u̇ ≤ Lu in Ω× (0, T ),

wobei wir annehmen, dass

Lu(x, t) =

n∑
i,j=1

aij(x, t)uij(x, t) +

n∑
i=1

bi(x, t)ui(x, t) + d(x, t)u(x, t),

wobei

(i) aij symmetrisch ist, d. h. aij(x, t) = aji(x, t) gilt.
(ii) L elliptisch ist: Es existiert λ > 0, so dass

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj

für alle x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), ξ ∈ Rn.
(iii) die Koeffizienten gleichmäßig beschränkt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass

|aij(x, t)|, |bi(x, t)|, |d(x, t)| ≤ K

für alle i, j und alle x ∈ Ω, t ∈ (0, T ).



a) Sei d ≤ 0. Zeige, dass
sup

Ω×(0,T )

u+ ≤ sup
P(Ω×(0,T ))

u+

gilt.
b) Zeige, dass

sup
Ω×(0,T )

u+ ≤ sup
P(Ω×(0,T ))

(eKtu+)

gilt.
c) Sei t0 ∈ (0, T ) und I = (t0 − δ, t0) mit 0 < δ < t0. Sei x0 ∈ ∂Ω und gelte

(i) es gibt eine Kugel BR(y) ⊂ Ω mit x0 ∈ ∂BR(y)
(ii) 0 = u(x0, t0) > u(x, t) für (x, t) ∈

(
BR(y)× I

)
\ {(x0, t0)}.

Zeige, dass
〈Du(x0, t0), x0 − y〉 > 0,

ist, falls diese Ableitung existiert.
d) Sei t0 ∈ (0, T ) und I = (t0 − δ, t0) mit 0 < δ < t0. Nehme an, dass u < 0 in I × Ω gilt und dass es ein

x0 ∈ Ω mit u(x0, t0) = 0 gibt. Zeige, dass u(x, t0) = 0 für alle x ∈ Ω gilt.
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