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Aufgabe 8.1. (8 Punkte)
Sei n ∈ N, n ≥ 3. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C2. Sei ϕ ∈ C2(Rn). Sei u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)
die Perronlösung von {

∆u = 0 in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω.

Zeige, dass es eine Konstante c = c(Ω, ‖ϕ‖C2(Ω)) mit

sup
x∈Ω

x0∈∂Ω

|u(x)− u(x0)|
|x− x0|

≤ c

gibt.
Anleitung:

(i) Sei R ∈ R+. Zeige, dass für x ∈ Rn \BR(0)∣∣x− (0, R2 )∣∣2 − (R2 )2 ≥ 1
2 |x− (0, R)|2

gilt.
(ii) Zeige, dass es eine Konstante M = M(R, ‖ϕ‖C2(Ω)) gibt, so dass für alle x0 ∈ ∂Ω und alle x ∈ Ω

ϕ(x) ≤ (≥)ϕ(x0) + 〈∇ϕ(x0), x− x0〉+ (−)M |x− x0|2

gilt.
(iii) Sei R ∈ R+ eine Konstante, so dass Ω die äußere Kugelbedingung mit Radius R erfüllt. Sei x0 ∈ ∂Ω. Sei

z1 ∈ Ωc mit BR(z1)∩Ω = {x0}. Sei z0 := x0+ 1
2 (z1−x0). Zeige, dass es eine Konstante c0 = c0(M,Ω, R)

gibt, so dass die Funktion

ψ±x0
: Rn \BR

2
(z0)→ R, x 7→ ϕ(x0) + 〈∇ϕ(x0), x− x0〉 ± c0

((
R
2

)2−n − |x− z0|2−n
)

die Ungleichung ψx0
(x) ≥ (≤)ϕ(x) für alle x ∈ ∂Ω erfüllt. Wir nennen ψ±x0

eine obere beziehungsweise
untere Barriere in x0 zu den Randwerten ϕ.

(iv) Zeige, dass es eine Konstante c1 = c1(‖ϕ‖C2(Ω),Ω, R) gibt, so dass für alle x0 ∈ ∂Ω

[ψ±x0
]C0,1(Ω) = sup

x 6=y∈Ω

|ψ±x0
(x)− ψ±x0

(y)|
|x− y|

≤ c1

gilt, wobei ψ±x0
die im vorigen Teil konstruierten Barrieren bezeichnet.

(v) Verwende die Barrieren in den Randpunkten, um die gewünschte Abschätzung herzuleiten.

Aufgabe 8.2. (4 Punkte)
Sei u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) eine Lösung von u̇−∆u = 0.

(i) Sei λ ∈ R. Zeige, dass

uλ : Rn × (0,∞)→ R, (x, t) 7→ u(λx, λ2t)

ebenfalls eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ist.
(ii) Zeige, dass

v : Rn × (0,∞)→ R, (x, t) 7→ 〈x,Du(x, t)〉+ 2tu̇(x, t)

ebenfalls eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ist.



Aufgabe 8.3. (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn offen, u : Ω→ R harmonisch, u ≥ 0 und BR(0) ⊂ Ω. Beweise die folgende explizite Version der
Harnackungleichung für x ∈ BR(0):

Rn−2(R− |x|)
(R+ |x|)n−1

u(0) ≤ u(x) ≤ Rn−2(R+ |x|)
(R− |x|)n−1

u(0).

Beweise damit erneut den Satz von Liouville.
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