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Aufgabe 1.1. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei 1 ≤ p <∞ und sei k ∈ N. Für eine Funktion u ∈W k,p(Ω) definieren wir

‖u‖Wk,p(Ω) :=

 ∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p
 1

p

,

und
‖u‖k,p;Ω :=

∑
|α|≤k

‖Dαu‖Lp(Ω).

Zeige, dass dies zwei äquivalente Normen auf dem Raum W k,p(Ω) sind.

Aufgabe 1.2. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn zusammenhängend, offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C1. Wir definieren W := {u ∈ W 1,2(Ω) :∫

Ω
u = 0} und für w ∈W setzen wir

‖w‖W :=

√∫
Ω

|∇w|2.

Sei f ∈ L2(Ω) ∩W . Für u ∈W 1,2(Ω) definieren wir

I(u) :=

∫
Ω

1

2
|∇u|2 + fu.

(i) Zeige, dass (W, ‖ · ‖W ) ein Banachraum ist.
(ii) Begründe, warum das Funktional I unter allen w ∈W einen Minimierer w0 ∈W besitzt.
(iii) Zeige, dass der Minimierer w0 das Funktional I auch unter allen u ∈W 1,2(Ω) minimiert.
(iv) Gib an, von welchem Randwertproblem der Minimierer eine schwache Lösung darstellt, d. h. bestimme

die Euler-Lagrange Gleichung des Funktionals.
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