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Übungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen 1a

Blatt 2

Aufgabe 2.1. (4 Punkte)

Seien Ω, Ω̃ ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei ψ : Ω→ Ω̃ ein C1-Diffeomorphismus mit ‖ψ‖C1(Ω), ‖ψ−1‖C1(Ω) <
∞. Sei 1 ≤ p <∞. Wir definieren die Abbildung

Φ : W 1,p(Ω)→W 1,p(Ω̃), u 7→ ũ := u ◦ ψ−1.

Zeige, dass Φ ein topologischer Isomorphismus ist.

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Für 1 ≤ i ≤ n sei ai ∈ C1(Ω×R×Rn). Wir nehmen an, dass es Konstanten
cA, ϑ > 0 gibt, so dass für alle (x, z, p) ∈ Ω× R× Rn, ξ ∈ Rn und i, j ∈ {1, . . . , n} die Ungleichungen∣∣∣∣∂ai∂x

(x, z, p)

∣∣∣∣ ≤ cA(1 + |z|+ |p|),(1) ∣∣∣∣∂ai∂z
(x, z, p)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂ai∂pj
(x, z, p)

∣∣∣∣ ≤ cA(2)

und
n∑

i,j=1

∂ai

∂pj
ξiξj ≥ ϑ|ξ|2(3)

gelten. Sei f ∈ L2(Ω). Sei u ∈W 1,2
loc (Ω) eine schwache Lösung der Gleichung

−
n∑

i=1

(
ai(x, u,Du)

)
i

= f.

Zeige, dass dann auch u ∈W 2,2
loc (Ω) gilt und für alle Ω′ b Ω′′ b Ω eine Konstante c = c(‖f‖L2(Ω), ‖u‖W 1,2(Ω′′), cA, ϑ)

existiert, so dass
‖u‖W 2,2(Ω′) ≤ c

gilt.
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